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Resumen

Con el objeto de contribuir a una mejor comprensién por parte de los
estudiantes del tema Cambio de Base en Endomorfismos de R2, se im-
plement6 en la tarea docente la teoria de los modos de pensamiento
Sintético-Geométrico, Analitico-Aritmético y Analitico-Estructural
propuestos por Anna Sierpinska e inducidos por los lenguajes geomé-
trico, aritmético y algebraico y una variedad de representaciones semio6-
ticas. Para esto, se disenaron actividades didacticas donde se articulan
dichos lenguajes y representaciones, posibilitando asi el transito entre
los diferentes modos de pensar el cambio de base en endomorfismos de
R% Se empleé un enfoque cuantitativo con posprueba tnicamente. Se
seleccionaron al azar dos grupos: el experimental y el de control. A los
efectos de evaluar el disefo, se implement6 la posprueba a ambos gru-
pos. En el grupo experimental, se observé un mayor dominio del tema
de estudio, lo que resulté en una interpretacién geométrica mas sélida
en R%, asf como un uso preciso de definiciones y propiedades, con muy
buen desempefio en la manipulacién de matrices asociadas al endomor-
fismo en distintas bases. En cambio, los alumnos del grupo de control,
no pudieron establecer una conexién entre los modos de pensamiento,
lo cual repercuti6 en la comprensién del tema en estudio.

Palabras clave: ensefianza, cambio de base en endomorfismos, modos
de pensamiento, lenguajes, representaciones semidticas.

Abstract

The Synthetic-Geometric, Analytic-Arithmetic, and Analytic-Structural
modes of thinking theory proposed by Anna Sierpinska, induced by the
geometric, arithmetic, and algebraic languages and a variety of semi-
otic representations were implemented in the teaching task in order to
contribute to a better understanding of the topic Base Change in Endo-
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morphisms of R? among students. For this purpose,
didactic activities were designed considering these
languages and representations, thus enabling the
transition between the different ways of thinking and
the change base of endomorphisms of R2. It was only
implemented a quantitative approach together with
a post-test. Two groups were randomly selected: the
experimental and the control groups. For purposes
of evaluating the design, the post-test was imple-
mented for both groups. Regarding the experimen-
tal group, a greater mastery of the study topic was
observed, which resulted in a more solid geometric

interpretation of R?, as well as a precise use of defi-
nitions and properties, with very good performance
considering the manipulation of matrices associated
with endomorphism of different bases. On the other
hand, the students of the control group could not to
establish a connection between the modes of think-
ing, which impacted on their understanding of the
topic under study.

Keywords: teaching, base change in endomor-
phisms, modes of thinking, languages, semiotic rep-
resentations.

1. Introduccién

Algebra Lineal y Geometria Analitica (A.L.G.A) es una asignatura que forma parte de los pla-
nes de estudio de las carreras de ingenieria de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional
de Salta (Argentina). Tradicionalmente ha sido una asignatura cuyos contenidos son dificiles de
comprender, debido al caracter abstracto de los mismos. Esto hace dificil su aprendizaje, lo que
ha llevado a la necesidad de revisar el enfoque docente e implementar estrategias didacticas con el
objetivo de mejorar la ensefianza y el aprendizaje de los temas que componen la asignatura. Segan
varios investigadores, como Harel (1989a), Moore (1995), Sierpinska (2000), Weller et al (2002), y
Maracci (2008), hay un amplio acuerdo en la comunidad académica en torno a la dificultad de al-
canzar los objetivos de ensefianza y aprendizaje que se establecen para los cursos de dlgebra lineal,
lo que refuerza lo observado por los docentes de la catedra de A L.G.A.

Segin Anna Sierpinska (2000), comprender un concepto matematico consiste en ser capaz
de abordarlo articuladamente desde los diferentes modos de pensamiento: Sintético-Geométrico
(SG), Analitico-Aritmético (AA) y Analitico-Estructural (AE), alcanzando asi niveles superiores
de abstraccion.

En el ambito del algebra lineal cada uno de uno de los tres modos de pensar utiliza un sistema
especifico de representaciones. Se pueden identificar tres tipos basicos de registros semiéticos: el
lenguaje geométrico, que se utiliza para ilustrar conceptos como vectores; el lenguaje aritmético,
empleado para describir operaciones entre matrices; y el lenguaje algebraico, que se utiliza para
formalizar y simbolizar objetos como vectores, espacios vectoriales y transformaciones lineales. Por
consiguiente, los estudiantes deben adquirir habilidades y destrezas para cambiar constantemente
de un sistema de representacion a otro con el propésito de abordar y comprender diferentes con-
ceptos y objetos matematicos. Esta habilidad se lograria mediante el desarrollo de los Modos de
Pensamiento (Sierpinska, 2000).

Lavariedad de representaciones es fundamental para toda actividad matematica, ya que los ob-
jetos matematicos no pueden percibirse directamente y requieren ser simbolizados para expresar
el pensamiento (Piaget, 1977a).
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Este trabajo se centré en la creacién e implementacion de actividades didacticas basadas en
los modos de pensamiento propuestos por Anna Sierpinska (2000) y algunas estrategias de ense-
nanza como el uso articulado de representaciones y lenguajes geométrico, aritmético y algebraico.
La utilizacién de las representaciones semidticas es necesaria en toda actividad matematica pues
los objetos matematicos no son reales, y por consiguiente se debe recurrir a distintas representa-
ciones para su estudio y comprension (Oviedo, 2012). Ademads, en la formulacién de actividades,
se emplearon estrategias propuestas por Diaz Barriga y Hernandez Rojas (1999): ilustraciones,
organizadores previos, pistas tipograficas y discursivas, asi como objetivos, resimenes y analogias.
"Todas estas herramientas didécticas fueron aplicadas con el objetivo de mejorar tanto la ensefianza
como el aprendizaje del tema cambio de base en endomorfismos de R?.

LLa combinacién de los modos de pensamiento y los diversos sistemas de representacion per-
mitieron a los estudiantes abordar el cambio de base en endomorfismos desde diferentes pers-
pectivas y desarrollar una comprension mas completa del concepto. El modo analitico aritmético
enfocd la atencidn en los calculos y manipulaciones algebraicas necesarios para realizar el cambio
de base en endomorfismos de R% el modo analitico estructural se centré en la teorfa estructural,
es decir, en las relaciones entre las matrices de un endomorfismo de R* dadas en diferentes bases y
el modo sintético geométrico facilit la visualizacion y la comprensién geométrica de las transfor-
maciones que ocurren durante el cambio de base.

Trabajar con endomorfismos de R? en las actividades didécticas disefiadas, tuvo por objeto de
que tanto el docente, en la elaboraciéon de herramientas de ensefianza, como el estudiante en su
aprendizaje, puedan utilizar los diferentes registros de representacion: geométrico, aritmético y
algebraico. Es decir, actividades que les permitan promover transiciones e interacciones entre los
diferentes modos de pensamiento con el fin de promover la comprensién del tema.

Este trabajo se enfocé en la siguiente problematica de investigacion: Una propuesta de disefio
de actividades didacticas basadas en los modos de pensamiento ¢favorece la comprensién del tema
Cambio de Base en Endomorfismos de R% en los estudiantes que cursan la asignatura Algebra
Lineal y Geometria Analitica en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Salta?

Atendiendo a la pregunta de investigacion se plante6 la siguiente hipdtesis de investigacion:
El disenio de actividades didacticas basadas en los modos de pensamiento, favorece la com-
prensién del tema Cambio de Base en Endomorfismos de R? en los estudiantes que cursan la
asignatura Algebra Lineal y Geometria Analitica, en la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional de Salta.

Objetivos:

Disenar actividades didacticas donde se presenten una diversidad de representaciones de
manera de estimular en los alumnos los diferentes modos de pensamientos y generar la
articulacién y el transito desde un modo a otro. Con el objeto de propiciar un aprendizaje
significativo.

Integrar los modos de pensamiento, los lenguajes, estrategias de ensefianza y la herramien-
ta Geogebra de manera de permitir abordar el concepto desde miultiples perspectivas faci-
litando una comprensién mas sélida y aplicable en contextos mds reales.
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2. Revisién Bibliografica y Antecedentes Teéricos

La complejidad intrinseca de los conceptos del Algebra Lineal y la abstraccién de sus métodos
hacen que sea particularmente dificil de aprender y ensefiar. En este contexto, el tema de cambio
de base en transformaciones lineales a menudo resulta especialmente dificil de asimilar por parte
del estudiantado.

Esta dificultad lleva a que los alumnos, en ocasiones, opten por buscar técnicas o algoritmos
para resolver problemas en lugar de comprender completamente los fundamentos que subyacen
en la teorfa. En consecuencia, pueden resolver exitosamente algunos ejercicios sin una compren-
si6n profunda del tema en cuestion.

Por ello, en este trabajo se aplica la teoria de Anna Sierpinska con el propésito de introducir
una nueva técnica pedagégica en el desarrollo de las actividades en el aula. Esta técnica tiene como
objetivo permitir a los estudiantes abordar el estudio del tema desde diferentes modos de pensar
el algebra lineal: geométrica, aritmética y estructural.

Se indagd acerca de investigaciones previas relacionadas con este tema de estudio o temas
relacionados al Algebra Lineal; Sierpinska (2000) y Maturana Pefia y Parraguez (2012) resaltan
la importancia de que los estudiantes adquieran un entendimiento profundo de las relaciones
geométricas que subyacen a los conceptos en el dlgebra lineal. Esto implicaria la habilidad de tran-
sitar desde el pensamiento sintético-geométrico hacia los modos analitico-aritmético y analitico-
estructural, con el objetivo fundamental de comprender en su totalidad el concepto en estudio.
Segun Leoén (2009), la propuesta diddctica LECA (La ensefianza como aprendizaje) puede ser
aplicada como una herramienta para promover el aprendizaje significativo de los espacios vecto-
riales, ajustando sus fases segtn el contexto. Bagley et al. (2015) examinaron las formas de pensar
de los estudiantes cuando se les presenta un problema de algebra lineal. Su intencién era explorar
como los estudiantes emplean y coordinan tres modos de pensamiento: computacional, abstractoy
geométrico, siguiendo marcos similares propuestos por Hillel (2000) y Sierpinska (2000).

Sierpinska (2000) propone un modelo en el que distingue, desde un plano general, la existencia
de dos modos de pensamiento, ambos igualmente relevantes para la construccion del conocimien-
to matematico: el pensamiento practico y el pensamiento tedrico inspirados en la distincion de los
conceptos cotidianos y conceptos cientificos (Vygotski, 1964).

Afirma que el alumno comprende los objetos matematicos del dlgebra lineal de forma mas
practica que tedrica y destaca la importancia de ambos modos de pensamiento en el razonamiento
del alumno.

Desde un plano mas especifico, Sierpinska (2000) distingue tres modos de pensamiento en
Algebra Lineal: Sintético-Geométrico, Analitico-Aritmético y Analitico-Estructural, basados en
el andlisis histdrico y el estudio de los diferentes lenguajes utilizados en la teoria misma del alge-
bra lineal: lenguaje visual geométrico, lenguaje aritmético de los vectores y matrices como listas
y tablas de nimeros y lenguaje algebraico de los espacios vectoriales y transformaciones lineales,
que pueden ser responsables de sus dificultades en el aprendizaje de los mismos. El lenguaje del
Algebra (es decir el lenguaje escrito) introduce al estudiante a un plano abstracto del lenguaje y
esto constituye uno de los obstdculos a los cuales se enfrenta el estudiante en su camino a la com-
prension de los conceptos matematicos estudiados en Algebra Lineal.
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En una de las experiencias realizada en el marco de su investigacion, Sierpinska (2000) pre-
tendia que sus estudiantes entendieran la teorfa estructural del Algebra Lineal, entre otros, la
definicion axiomatica de la transformacion lineal, pero los mismos no podian entender la misma
porque querian comprenderla con una “mente practica” en lugar que con una “mente tedrica”.
Desde su experiencia, aduce que los estudiantes tienen renuencia en utilizar en su razonamiento
el modo de pensamiento Analitico-Estructural y muchas veces tienen dificultad de moverse con
flexibilidad de un modo a otro.

Los modos de pensamiento aparecieron en la historia de las matematicas de una manera se-
cuencial, no sucedié que uno de ellos reemplazara o eliminara a los otros dos. El desarrollo del
algebra debe mucho a su interaccién constante; de la geometria analitica de Descartes a las in-
tuiciones geométricas subyacente en la teorfa de los espacios de Banach. En su trabajo sobre los
cuaterniones, Hamilton frecuentemente queria cambiar de un enfoque algebraico a un enfoque
geométrico y viceversa. Su descubrimiento de cuaterniones se produjo mientras €l estaba exami-
nando las propiedades geométricas de la multiplicaciéon de nimeros complejos. Ademads, las raices
intuitivas del formalismo de Grassmann son geométricas. Pero el dato mas interesante es que el
algebra lineal puede ser vista como el resultado de una superacién de dos obsticulos o dos posi-
ciones dogmadticas opuestas: una que rechaza los nimeros dentro de la geometria (pensamiento
practico) y la otra que rechaza que la “intuicién geométrica” pueda ser llevada a un ambito pura-
mente de la aritmética (pensamiento tedrico).

“Es con Leibniz y su Geometria de situaciones que la matematica comenz6 a superar la apa-
rente contradiccion de las dos perspectivas y tratd de sacar el maximo provecho de la complemen-
tariedad del pensamiento geométrico y aritmético” (Sierpinska citando a Otte, 1990).

Sierpinska (2000) construye la teoria de los Modos de Pensamiento, con la finalidad de lograr la
superacion de esas dos posiciones dogmaticas opuestas. El resultado de esta superacion, logra dar
mayor nivel de abstraccion, a los conceptos propios del dlgebra lineal, transitando desde modos de
pensamiento practicos hacia tedricos.

Es preferible ver a los modos de pensamiento como igualmente atiles, cada uno en su propio
contexto y para fines especificos y sobre todo tener presente que son realmente valiosos en la en-
senanzay el aprendizaje del Algebra Lineal cuando estan en interaccion.

Caracterizacion de los modos de pensamiento

Segun Sierpinska (2000) en la denominacién de los tres modos de pensamiento sintético-
geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural, la principal diferencia entre los modos de
pensamiento “sintético” y “analitico” sobre los objetos matematicos es que en el primero los obje-
tos son dados, en cierto sentido, directamente para ser descriptos por la mente, mientras que en el
modo analitico ellos son dados indirectamente (estidn solamente construidos por la definicién de
las propiedades de sus elementos). Por ejemplo, en el modo sintético la linea recta es vista como
un objeto predeterminado, situada en algin lugar en el espacio. Se puede hablar de las propiedades
de la linea recta, pero estas propiedades solamente describiran la linea, no van a definirla. En el
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modo analitico, la linea recta es definida como una cierta relacién especifica entre las coordenadas
de puntos o vectores en un espacio de una dimensién dada. Asi, el modo sintético pertenece a la
manera practica del pensamiento, y el analitico a la manera tedrica del pensamiento. El desarrollo
del dlgebra lineal comenz6 como un proceso de pensar analiticamente el espacio geométrico.

Desde una perspectiva mds amplia Sierpinska (2000) distingue en este desarrollo, dos grandes
etapas en relacion con dos procesos. Uno de ellos fue la aritmetizacion del espacio, ya que se llevo
a cabo en el paso de la geometria sintética a la geometria analitica en R". El otro fue la desaritme-
tizacion del espacio o su estructuracion, con lo que los vectores perdieron las coordenadas que los
anclaban al campo de los ntimeros y se convirtieron en elementos abstractos cuyo comportamiento
estd definido por un sistema de propiedades o axiomas.

Estructurado el espacio, se convierte en un sistema algebraico, un conjunto cerrado con res-
pecto a ciertas operaciones. Esta abstraccion permite concebir los espacios que son de dimension
infinita y los espacios sobre campos arbitrarios. Los objetos del pensamiento analitico en algebra
lineal, vectores y matrices, pierden su esencia numérica. Ellos no son mds “cajas con nimeros”.

Una matriz de n x m es ahora, en primer lugar, un elemento del dlgebra (M"*™ (K)): conjunto
de matrices # x m sobre el campo K.

En el pensamiento analitico-aritmético se define un objeto mediante una férmula que le per-
mite su célculo; en el pensamiento analitico-estructural un objeto se define mejor por un con-
junto de propiedades.

La nocién de transformacion lineal usada tradicionalmente, se define como la sustituciéon de
las variables (por ejemplo, las variables y se expresan como combinaciones lineales de las variables
x), que se consideran como el reflejo de un modo de pensamiento analitico-aritmético acerca de
las transformaciones. En este enfoque, se entiende o se da por sentado, que x e y son nimeros. Sin
embargo, en los textos de grado modernos, la definicion es, la mayor parte del tiempo, estructural:
la transformacion lineal se convierte en una asignacién de un espacio de vector a otro, satisfaciendo
una cierta condicién. Esta condicién no da una férmula para el calculo de la imagen, porque no
entra en la naturaleza de los vectores, que no tienen que ser n-uplas de nimeros, pero pueden ser
elementos de cualquier espacio vectorial. Por ejemplo, pueden ser matrices o funciones. En este en-
foque, los vectores tienen un significado s6lo como elementos de conjuntos estructurales mayores.

Cada uno de los tres modos de pensamiento en dlgebra lineal utiliza un sistema especifico de
representaciones.

El modo de pensamiento sintético-geométrico utiliza el lenguaje de las figuras geométricas
(lenguaje geométrico). Ejemplos: puntos, lineas, planos, transformaciones geométricas; asi como
sus representaciones graficas convencionales.

El modo de pensamiento analitico-aritmético utiliza los lenguajes aritmético y algebraico para
definir un objeto mediante una férmula que permite su calculo. De este modo, las componentes
numéricas de objetos geométricos, como puntos o vectores, son importantes. Asi una transforma-
cién lineal 7': R* > R? puede escribirse de la siguiente forma: 7'(x,y) = (ax + by, cx + dy)

El modo de pensamiento analitico-estructural utiliza el lenguaje algebraico, el cual va mas alla
de este tipo de andlisis y sintetiza los elementos algebraicos de las representaciones analiticas en
conjuntos estructurales. Por lo tanto, la transformacién lineal se convierte en una asignaciéon de un
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vector a otro, satisfaciendo una cierta condicién. Esos vectores pueden ser elementos de cualquier
espacio vectorial; por ejemplo, pueden ser también matrices o polinomios. En este enfoque, los
vectores tienen un significado s6lo como elementos de conjuntos estructurales mayores.

Estrategias de Ensefanza

Se listan a continuacién las estrategias de ensefianza utilizadas durante el desarrollo de las ac-
tividades didacticas propuestas en esta investigacion, sefialando los logros a alcanzar por el alumno
(Diaz Barriga y Hernandez Rojas, 1999):

Objetivos o propositos del aprendizaje: enunciado que establece condiciones, tipo de activi-
dad y forma de evaluacién del aprendizaje del alumno; busca que el alumno conozca la finalidad y
alcance del material y como manejarlo, entienda que se espera de ély contextualice su aprendizaje.

Restmenes: que pueda producir sintesis, abstraccién y organizacién de la informacién mds
relevante a aprender, que pueda enfatizar conceptos claves, principios, términos y argumento cen-
tral. En definitiva, que recuerde y comprenda la informacién relevante del contenido a aprender.

Ilustraciones: representacion visual de los conceptos, objetos o situaciones de una teoria o tema
especifico (fotografias, dibujos, esquemas, graficas, dramatizaciones, etcétera). Logro a alcanzar:
que el alumno pueda adquirir més facilmente la codificacion visual de la informacion.

Organizadores previos: informacién de tipo introductorio y contextual. Es elaborado con un
nivel superior de abstraccién, generalidad e inclusividad que la informacion que se aprendera.
Tiende un puente cognitivo entre la informacion nueva y la previa. Efecto esperado en el alumno:
que elabore una visién global y contextual de la informacién transmitida con el propésito de que
dicha informacién sea mds accesible y familiar.

Analogias: proposicion que indica con una cosa o evento (concreto y familiar) es semejante a otro
(desconocido y abstracto o complejo). Se utiliza para potenciar el enlace entre los conocimientos
previos y la nueva informacién a aprender. Efecto esperado en el alumno: que comprenda la infor-
macion abstracta y traslade lo aprendido a otros ambitos.

Uso de estructuras textuales: Organizaciones retéricas de un discurso oral o escrito. Es utili-
zado con el objeto de recordar y comprender lo mas importante de la nueva informacién. Efecto
esperado en el alumno: que recuerde y comprenda lo mas importante de un texto.

Finalmente, se propone la siguiente estrategia, siguiendo la teorfa de los modos de pensamien-
to (Sierpinska, 2000): uso articulado de representaciones en el diseno de las diferentes
actividades didacticas planteadas. Dichas representaciones se pueden emplear para definir y
presentar un mismo objeto matematico de manera de promover la interaccién y transito entre los

Cuadernos de Ingenieria, Volumen 15, 2024: 1-31 7
e-ISSN: 2545-7012



Rosana Mabel Colodro, Carlos Berejnoi

tres modos de pensamiento y asi permitir una mayor comprension de los temas impartidos. Busca
lograr que el alumno desarrolle, desde lo cognitivo, los diferentes modos de pensamiento: Sintético
Geométrico (SG), Analitico Aritmético (AA) y Analitico Estructural (AE).

3. Metodologia
3.1. Disefio

En el presente trabajo se llevé a cabo un disefio de corte cuantitativo. Se eligieron al azar dos
grupos: uno recibid el tratamiento experimental (grupo experimental) y el otro no (grupo de con-
trol). Se utiliz6 un disefio con posprueba Gnicamente, para medir el efecto que tuvo en el grupo
experimental el uso de las actividades didacticas propuestas (Hernandez Sampieri, 2014).

3.2. Muestra y participantes

En el estudio participaron 86 estudiantes, de los cuales 44 integraban el grupo de control y 42
estudiantes el grupo experimental, que cursaron Algebra Lineal y Geometria Analitica, asignatura
de primer afno primer cuatrimestre del plan de estudio de las carreras de la Facultad de Ingenieria
de la Universidad Nacional de Salta (Argentina).

Para corroborar que las muestras tomadas al azar son similares se realiz el estudio de Homo-
geneidad de Muestras antes de realizar la experiencia propuesta. Para este propésito, se recopila-
ron las notas de la evaluacién por tema obtenidas por los estudiantes de cada grupo durante el de-
sarrollo regular de la asignatura. Esta evaluacién es realizada de manera obligatoria por la catedra.

Esta prueba indicé a través de un estudio estadistico, y con suficiente confianza, que la com-
prensién del tema, cambio de base en transformaciones lineales, se debe a la implementacién de
actividades didacticas y no a otras causas posibles. Es decir, las diferencias existentes se deben
exclusivamente al azar.

3.3. Instrumento

En la investigacion se definieron las siguientes variables, segtn la pregunta planteada y el en-
foque elegido:

- Variable independiente: Actividades didacticas basadas en los modos de pensamiento pro-
puestos por Anna Sierpinska.

- Variable dependiente: Comprensién del tema Cambio de Base en Endomorfismos de R*.

Elinstrumento utilizado para la medicién de la variable dependiente fue un examen conforma-
do por 8 preguntas, el cual fue elaborado por los docentes investigadores. El mismo fue validado
por docentes y ayudantes alumnos de la citedra. Se tuvo en cuenta para su elaboracion los objetivos
que se perseguian en este trabajo de investigacion, la presentacion y claridad de los enunciados,
nivel de complejidad de los ejercicios que la constituyen, el orden en el que estdn expuestos, el
tiempo para su realizaciéon y una variedad de representaciones semiéticas, con la finalidad de que
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el alumno pueda poner en juego los modos de pensamiento Sintético Geométrico (SG), Analitico
Aritmético (AA) y Analitico Estructural (AE), en su razonamiento.

Se aplico este instrumento, el mismo dia y en el mismo horario, a ambos grupos:

Grupo experimental: este grupo inicialmente estaba formado por 42 alumnos, pero se fue des-
granando debido a que quedaron libres por parciales o porque abandonaron el cursado. Resolvie-
ron el examen 29 alumnos.

Grupo de Control: Rindieron 37 alumnos de la comisién de control. Este grupo de alumnos no
trabajé con las actividades diddcticas disenadas para este trabajo de investigacion.

La variable dependiente se operacionalizé mediante la implementacién del examen final. La
misma no se manipula, sino que se mide para ver el efecto que la manipulacién de la variable inde-
pendiente tiene en ella (Herndndez Sampieri, 2014)

Se presenta el siguiente cuadro donde se muestran las dimensiones en que se subdividi6 dicha
variable junto con sus indicadores y la escala de medida aplicada.

DIMENSIONES INDICADORES MEDIDAS
Un modo:
* AA si realiza operaciones con
numeros y variables sin mencio-
Aborda los conceptos matematicos, nar definiciones, propiedades o
para la realizacién de un pr'oblema, axomas. L . Un modo.......ceeneeneeneenennen. [0,40]
desde un modo de pensamiento: * AE si aplica definiciones, propie-
AAAEy SG dades o axiomas, ya estudiados,
para resolver un problema.
* 5SG si logra interpretar geométri-
camente los conceptos.
Dos modos:
* AE y AA si menciona y utiliza de-
finiciones, propiedades o axiomas
Aborda los conceptos matematicos, y realiza operaciones numéricas y
para la realizaciéon de un problema, algebraicas.
desde dos modos de pensamiento: | ® AAy SG si realiza operaciones
AAyAE numéricas y algebraicas sin men- | D0s M0Od0S.....reeereereeerenns (40,60]
AAySG cionar definiciones propiedades
AEy SG o0 axiomas e interpreta geométri-
camente.
¢ AE y SG si menciona definiciones
propiedades o axiomas e interpre-
ta geométricamente el concepto.
Aborda los conceptos matematicos, | Tres modos:
para la realizaciéon de un problema, | AA, AE y SG si menciona definicio-
desde los tres modos de pensa- nes propiedades o axiomas, realiza | Tres modos........cececuvurecucne (60,100]
miento: operaciones numéricas y algebrai-
AAAEy SG cas e interpreta geométricamente.
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3.4. Descripcién de las Actividades didacticas llevadas a cabo durante la investigacién

Las actividades se llevaron a cabo en dos encuentros durante la puesta en practica del disefio
propuesto.

3.4.1. Primer encuentro

En esta clase tedrica-practica, dictada por el docente investigador, se abordaron las definiciones
y conceptos del cambio de base en transformaciones lineales. "Tuvo una duracién de dos horas.

Durante la clase se procur6 en todo momento la participacion activa de los alumnos mediante
el uso de las diferentes estrategias de ensefianza, diferentes lenguajes y representaciones, como asi
también del software Geogebra, con el fin de lograr:

Establecer un vinculo entre los conocimientos tedricos y los conocimientos practicos.

Desarrollar en el alumno los diferentes modos de pensamiento, a través de la utilizacién de
los diferentes lenguajes y representaciones.

Cambiar de un lenguaje a otro como asi también establecer conexiones entre los modos de
pensamiento, de manera tal de que brinden una mayor comprension de los temas impartidos.

Visualizar los conceptos con ejemplos concretos y de esa manera tener la posibilidad de
abordar una situacién problematica con la ayuda de una interpretacién geométrica.

Superar la resistencia que tienen los alumnos para abordar un concepto desde el modo de
pensamiento estructural y por sobre todo superar la poca destreza que tienen para moverse
con flexibilidad entre los tres modos de pensamiento.

Contribuir con la ayuda del Geogebra a un aprendizaje dindmico e interactivo durante el
desarrollo de la clase.

La clase fue grabada y transcripta. En las Figuras lay 1b se presenta la transcripcién de solo
una parte de la clase impartida en el primer encuentro.
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‘Weremos ahora como estén reladonadas las matrices ssocisdas a la transformacion
lineal T- 17 —= W respecio a bases distintas.
‘Consideremos las matrices 4 v © asociadas a T respecto a diferentes bases.
Sean:
= [y E bases del dominio I de |a funcidn vectorial T. Es posible determinar
un vector coordenado X 8 partir del vector coordenado X, utilizando s
ecuacion de cambio de base:
Xe = PX; (17
Peslamalfrizde cambiode basede Ba E
= [E'y B bases de IV (codominio). De forma analoga a la anterior, el cambic
de base da B' a £ esta dado por:
¥e=Q¥p = Vo =Q ¥ (2
(7 es ks matriz de cambio de base de B a £
@ 'es la mafriz de cambio de base de E' a B’
Podamos ascribir |2 ecuacion matricial, gue me representa a la transformacian linesl
Trespectoa £y E™
Ve —AXe (39
Mota: A la matriz 4 asocizda a T respecto a E v E', |la denoctamaes de |2 siguiente
mianers: Agg,
D= igual forma ses O |a matriz asocisda a T respecto de By B' y consideramos la
ecuacitn matricial de T respecio de estas bases:
Vg = CXy (4)
Mota: A la matriz C asocizda a T respecto a E v E', |a podemos denotar de la
siguiente maners: dgg,
Podamos simplificar graficemente lo Expr?adiarmeﬁmnhe
T: - W
ES B
toty
B I—-F'
Realizando reemplazos:
por (2" tenemos ¥ = Q1Y =30 @-1AK, =11 g-14PX, =%) CX;
D la ditima igualdad se puede concluir gue:
C=0"'4P
Esta ecuacion establece una relacidn entre las matrices 4 v C asociadas a T respecto
a las matrices de cambio de base Q y P.
Donde tememos que recordar que podemos ulilizar otras formas de denctar las
matrices ssociadas a T
A=A
C=Apg
Y que las matrices siguientes cormesponden a:
) es |a matriz de cambio da base de B' a E'
P es |z matriz de cambiode basede Ba £

Convarsacicn
Heurizstica

Pizta tpografica

Registros semicticos
presentes:

o Lengusfe
Algebraico
o Lengusfe
Antmética
o Lengusfe
Cologuial
o E=guemas
Graficos

Figura la. Transcripcién de la clase impartida en el primer encuentro.

Cuadernos de Ingenieria, Volumen 15, 2024: 1-31

e-ISSN: 2545-7012

11



Rosana Mabel Colodro, Carlos Berejnoi

a) Dados los vectores ¥, = (—3,1) » X, =(-1,-1). Caloule los
transformados de los wectores §, y X,

b} Grafique los vectares X, y X, y sus transforrmados respectivas T(T,)
¥ T{ X}y, en los sisternas de referencia xy e x'y' gensrados por las
bases E y B respectivarments.

Eposiziin problémica

Resolucion

a} ¥, esunwector cuyas coordenadss estin expresadas en la base =

candnica E por ende se debe wilizar |z ecuacion (1) dela
transforrnacion lineal T para hallar su transformado

Registros semidticos
presentes:

% 1 0% -3 1 0y -3 3 )
Tyl=(o e =T0=(a U{1)=0) o Lenguge
[Tr}f ‘[;a*[“f“ ‘(—r L‘[—F ( Algekraizo
Par tanta T(X,) = ﬁ}, o ;ﬁ?fa
Razonande de k3 misma forma obtengo la imagen del vector X, pero == hacs o Lengusje
use de |3 formula (2) de T respecio a la base B Codoquisl
.,.xf]I_U—lr' =2y _ 0 =1y =2y il o Esguemss
Sl Tl D]' -‘:I:T—l}_—l ﬂ]'—l]":!]' =
&z: (—mﬁL}‘ Lﬁ Lr(_r ( Grsficas
For tanta T(X,) = (é}.
b} Graficamos los wectores ¥, y X, y sus transformados respectivos
T{X;)y TEXy) . en los sistemas de referencia xy e x'y generados por
las bases E y B respecivamente. +  Repistros semidtisos
T (_13} = ﬁ} prasentes:
= L )
g o Lengugje
]'Ji__ﬂ - (2}' Algebraico
X o Lengugje
Arfmeétice
1 - o Langugje
* p Cofoquial
‘* o Esguemss
T~ ! i Graficas
-, 4 o Represemtscion
™ : . geoméirica de
., - vechoes
X 14
ke . i /" -
L TN L
a2 3 3 ] o tl\ i Fl 3 &
N RN
",
d ,
- 3 .
- “ X
Cheen@cion:
+  Podemos visuslizar dal grafico que la representacion geometnca d= +  Fesumen

vecior imagen T¢ ) respecto a bases diferentes no cambia. Sus
coordenadas cambizn segan el sistema de referendia generada por
unz baze de B=

+ Lo obsenvado antericements fus comoborado de manera analitics por
ustedes,

Figura 1b. Transcripcién de la clase impartida en el primer encuentro (continuacién).
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En esta porcién de la clase tedrico-practica dictada por el docente investigador, se destacan las
aplicaciones de las estrategias de ensenanza propuestas por Diaz Barriga y Hernandez Rojas (1999):

Conversacion heuristica: esta estrategia buscé orientar el proceso de razonamiento. El docente
formulé preguntas de manera secuencial, lo que permitié que los alumnos, a través de sus res-
puestas, guien al docente hacia la obtencion de la expresion genérica de la ecuacién del cambio de
base. La interaccion activa entre el docente y los estudiantes foment6 la comprension profunda de
los conceptos. En este caso el docente investigador buscé relacionar dos matrices asociadas a una
transformacién lineal respecto a dos bases genéricas del espacio vectorial R?.

Pista tipografica: Sefialamiento que se hace en un texto o en la situacién de ensefianza para enfa-
tizar y/u organizar elementos relevantes del contenido por aprender. El docente investigador hizo
referencia a la ecuacion de cambio de base para obtener un vector coordenado en la base canénica
a partir del vector coordenado en otra base.

Exposicion problémica: En esta estrategia, el docente investigador presenté situaciones pro-
blematicas y, en colaboracién con los estudiantes, las resolvié mediante interaccién y participacion
activa. Esta metodologia promovié el pensamiento critico y la resolucién de problemas de manera
colaborativa. En el desarrollo de la porcion de clase, se presentd una situacion problematica donde
se debi6 determinar los transformados del vector dado en bases diferentes de R?, luego se le soli-
cit6 el grafico del vector y su transformado en los sistemas de referencia respectivos.

Ademas, se emplearon diferentes registros semiéticos en el desarrollo del tema: el lenguaje al-
gebraico, a través de operaciones aritméticas con variables, y el lenguaje aritmético, mediante ope-
raciones aritméticas con nimeros y el lenguaje geométrico al representar el vector y su transfor-
mado en dos sistemas de referencia. Estos enfoques buscaron generar un aprendizaje significativo,
siguiendo la teoria propuesta por Sierpinska (2000), y fomentaron el transito entre distintos modos
de pensamiento, lo que contribuyé a una mayor comprensién del objeto matematico estudiado.

Esto muestra una diferencia con las clases impartidas de forma tradicional, donde en ocasiones
solo se presentan las férmulas de cambio de base en transformaciones lineales, sin una interpreta-
ci6n geométrica y/o justificacion tedrica respectiva, esto suele deberse a la limitacién de tiempo, lo
que impide cubrir todos los temas del programa de la asignatura.

3.4.2. Segundo encuentro

Durante este encuentro, los estudiantes trabajaron con una ficha de trabajo que consistia en la
resolucion de dos ejercicios. Este proceso demandé un periodo de tres horas. IL.a misma fue disefiada
con el propésito de reforzar los topicos estudiados en la clase dictada por el docente investigador.
"Trabajaron con la ficha 40 estudiantes de los 42 que conformaron inicialmente el grupo experimental.

El anilisis realizado con antelacion, por los docentes investigadores, de los ejercicios que for-
man parte de la ficha de trabajo, tuvo varios propdsitos, y uno de ellos fue contrastarlo con la re-
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solucién o posibles métodos de resolucion empleados por los alumnos. Esto permitié al docente
obtener una visién mas completa de c6mo los estudiantes abordan y resuelven los problemas, lo
que a su vez brindé diversos beneficios al docente investigador en su propia practica pedagégica,
tales como:

Evaluacién de estrategias de resolucion: Al contrastar el analisis realizado por un experto, con
las respuestas y métodos de resolucion de los alumnos, el docente puede evaluar qué estrategias
estan utilizando los estudiantes y si estan aplicando adecuadamente los conceptos matematicos
aprendidos. Esto le proporciona informacién sobre el nivel de comprensién y las habilidades ma-
tematicas de los estudiantes.

Disefio de recursos y materiales didacticos: La informacién obtenida de este andlisis y del
contraste con la resolucién de los alumnos puede servir como base para el disefio de recursos y
materiales didacticos mas efectivos. El docente puede crear ejemplos y ejercicios que se ajusten a
las necesidades especificas de los estudiantes y fomenten un aprendizaje mas significativo.

A continuacién, se presenta el andlisis previo (realizada por el docente investigador) de cada
uno de los ejercicios de la ficha de trabajo.

Objetivos de la Ficha de Trabajo
Que el alumno:
Aborde los problemas aplicando los conceptos necesarios para su resolucion.
Desarrolle a nivel cognitivo los diferentes modos de pensamiento.
Logre articular los diferentes registros semidticos: algebraico, aritmético y geométrico, fo-
mentando el transito entre los diferentes modos de pensamiento.
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EJERCICIO 1:
. 5 2 X I 0)(x) . 1 0
Dado el endomorfismo 7": R - R“ tal que T = . , siendo 4, =
y 0 -1)\y 0 -1

matriz asociada a 7 respecto a la base canénica E de R°.

a) Encuentre la imagen (transformado) de los vectores de posicién (con coordenadas res-
pecto a la base E):

(2,-3), (1,0), (0,2), (-3,1). Represente geométricamente cada vector y su imagen en el
sistema de ejes coordenados xy.

b) A partir de la observacién e interpretacion del grafico anterior, {puede identificar geomé-
tricamente el endomorfismo 7? Corrobore analiticamente, usando la matriz 4, la con-
clusion obtenida del analisis grafico realizado.

c) ¢Cual es la ecuacion del eje de simetria respecto al sistema de ejes coordenados xy?

Este problema tiene como intencién que el alumno afiance y estimule el proceso de
razonamiento y aprendizaje del endomorfismo en la base canénica de R? mediante la uti-
lizaci6n y articulacién de los lenguajes: geométrico, aritmético y algebraico. Para ello se
utiliza, el endomorfismo de simetria que posee una representacién geométrica concreta en
el espacio vectorial R?.

En la resolucién del problema el alumno, a nivel cognitivo, puede hacer uso de los di-
ferentes modos de pensamiento (SG, AA, AE), transitar de un modo a otro e interactuar
entre ellos.

El inciso a) tiene como finalidad que el alumno incorpore en su razonamiento el modo
de pensamiento AA, al manipular la férmula del endomorfismo para hallar las imdgenes de
los vectores dados. Como asi también debe incorporar el modo pensamiento SG para gra-
ficar los vectores y sus transformados respectivos en el sistema de referencia xy generado
por la base canénica de R?.

En el inciso b) se espera que el alumno infiera la naturaleza del endomorfismo a partir
de la visualizacién de las representaciones graficas de los vectores dados y sus transfor-
mados respectivos, es decir que haga uso del modo de pensamiento SG para tal fin. Al
corroborar dicha observacion de manera analitica el alumno hara uso del pensamiento AA
como asi también del pensamiento AE pues al hacer uso de la propiedad del endomorfismo
de simetria mediante la caracterizacién de su matriz asociada estd utilizando en su razona-
miento el modo de pensamiento AE.

La respuesta al inciso ¢) se podria dar a partir de la visualizacién del grafico lo cual
permitiria inferir cudl es la ecuacién del eje de simetria. Este tipo de respuesta estarfa
sustentado en el modo de pensamiento SG que el alumno utilizaria en su razonamiento.
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EJERCICIO 2:

Sea B = {(1,1),(-1,1)} una base de R*y T es el endomorfismo dado en el ejercicio anterior.

a) Determine Ay, matriz asociada a T respecto a la base By escriba la forma matricial de 7°
respecto a la base B.

b) Dadov, = (2,1)y (2,1) = % .(1,1) —% .(-1,1), obtenga v, .

c¢) Calcule los transformados de los vectores v, y v .

d) Grafique los vectores y sus transformados en el sistema de referencia xy e x’y’ genera-
dos por las bases £ y B respectivamente. Verifique grafica y analiticamente que las image-
nes no cambian, sino que lo que cambia son sus coordenadas.

e) {El endomorfismo respecto a la nueva base B sigue siendo de simetria?

f) Determine la ecuacién del eje de simetria respecto al nuevo sistema de referencia x’y’ e
identifique el mismo, en el grafico.

El primero y segundo inciso de este ejercicio tienen como propdsito afianzar los con-
ceptos vistos en la clase tedrica introductoria, como asi también que el alumno, en el pro-
ceso de resolucion de este problema, ponga en juego los diferentes modos de pensamiento
a través de la utilizacion de los diferentes lenguajes propuestos por Anna Sierpinska. Esto
tiene por finalidad que el alumno comprenda lo que implica y significa cambiar de base
en un endomorfismo de R?. Con ello se pretende que el alumno adquiera capacidad para
moverse con flexibilidad de un modo de pensamiento a otro.

En este ejercicio también se utiliza un endomorfismo de simetria. Con el objeto de
ayudar al alumno a visualizar el concepto de cambio de base en un endomorfismo (modo de
pensar SG) y que a partir de un aprendizaje significativo logre asimilar los conocimientos
relacionados con este tema. Ademas, se espera que el alumno pueda realizar la abstraccién
y comprender el tema para el caso de espacio vectorial R’ y otros espacios vectoriales.

En el inciso a), se busca que el alumno determine la matriz del endomorfismo respecto
a la base B. Si en su resolucidén el alumno utiliza el procedimiento para cambiar de coor-
denadas a las imagenes de los elementos de la base nueva Ay, estaria utilizando el modo
de pensamiento AA. Si en cambio utiliza la definiciéon de matrices semejantes estarfa em-
pleando el modo de pensamiento AE ya que estaria utilizando el teorema que relaciona las
matrices de 7 respecto a diferentes bases a través de la matriz de cambio de base (matriz
inversible).

El inciso b) tiene el propésito de mostrar al alumno que este tema no es un tema
aislado de los otros, sino que lo que aprendemos a medida que estudiamos la materia lo
vamos a utilizar posteriormente, es decir, todo estd conectado y relacionado. Lo estudiado
en espacios vectoriales lo utilizamos en este inciso para determinar las coordenadas de un
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vector respecto a una base diferente a la candnica. Si en la resolucién el alumno visualiza
las coordenadas del vector en la base B a simple vista, estaria razonando la situacién dentro
de la estructura de los espacios vectoriales, donde se cumplen ciertas propiedades y defi-
niciones. El modo de pensar empleado serfa el modo AE.

Si en cambio utiliza una técnica para calcular las coordenadas de v, estaria empleando
el modo de pensamiento AA, a diferencia de la primera resolucién que utiliza la propiedad
que define a las coordenadas de un vector.

En el inciso ¢) se solicita que el alumno realice el calculo analitico de la imagen del vec-
tor v en diferentes bases. Para ello debe darse cuenta que debe tomar el vector expresado
respecto a una base y reemplazarlo en la transformacién lineal expresada en la misma base.
Ademas, darse cuenta que las coordenadas del vector y sus iméagenes respectivas cambian
al cambiar de base. En este inciso estaria usando el modo pensamiento AA.

En el inciso d) se solicita el grafico del vector y su imagen en distintos sistemas de
referencia, para ello el alumno situarfa su pensamiento en el modo SG pues estaria utili-
zando el lenguaje geométrico y el modo AA pues define a los vectores como una relacién
especifica de coordenadas. Visualizando el grafico comprobaria que la ubicacién del vector
y su imagen respectiva no cambia, lo que cambian son sus coordenadas.

LLa comprobacién de lo solicitado en el inciso d) se haria, desde el punto de vista ana-
litico, a través de la utilizacién de la definicién de coordenadas de un vector. El alumno
situaria su pensamiento en el modo AE pues estaria contestando la pregunta a partir de una
definicién dentro de la estructura de un espacio vectorial.

El objetivo del inciso e) es que el alumno corrobore de forma analitica que al cambiar de
base el tipo de endomorfismo no cambia, sino que preserva su naturaleza. Para responder
el problema el alumno se situaria en el modo de pensamiento AE, pues estarfa caracteri-
zando el tipo de endomorfismo a través de la propiedad de su matriz asociada respecto a
una base determinada.

En el inciso f) el alumno podria visualizar el eje de simetria del grafico y expresar su
ecuacion. Para ello harfa uso del modo de pensamiento SG y AA. O bien podria obtener su
ecuacion, de forma analitica, a partir de la ecuacién de cambio de base en un espacio vec-
torial. Si este fuese el razonamiento utilizado por el alumno, él estaria situando su pensa-
miento en el modo AE debido a que utilizaria la propiedad de cambio de base y en el modo
de pensamiento SG pues primeramente deberia visualizar del grafico la ecuacion del eje de
simetria respecto al sistema de referencia generado por la base canénica.

Finalmente se puede decir que con ambos ejercicios se pretende que el alumno adquie-
ra la destreza para trabajar y trasladarse de un sistema de referencia a otro.
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4. Resultados
4.1. Analisis de la produccion de los alumnos en el segundo encuentro

Este anilisis se llevé a cabo considerando la produccion de los alumnos en la Ficha de Trabajo.
En la Tabla 1, en la segunda columna, se presenta el rendimiento de los alumnos en cada ejercicio,
de menor a mayor. En la Gltima columna se describen las acciones realizadas por los alumnos,
comenzando con los aspectos negativos, seguidos de lo que lograron y realizaron exitosamente, y
finalmente se detalla el modo de pensamiento empleado. Se comparé todo esto con las expectativas
previas de los docentes investigadores, plasmadas en los analisis realizados con antelacién de los
ejercicios de la Ficha. Las 'Tablas 2 y 3 muestran, respectivamente, ejemplos de la manera que re-
solvieron los problemas dos alumnos de alto rendimiento (A30y A33) y tres alumnos de bajo rendi-
miento (A2, A10yAZ20). Las Figuras que se referencian en la Tabla 1, se muestran en las Tablas 2y 3.

Tabla 1. Anilisis de las acciones de los alumnos,
modo de pensamiento utilizado y rendimiento por inciso.

PORCENTAJE
EJERCICIO | DE RENDI-
MIENTO

LO COMPARACION DE LA PRODUCCION DE LOS ALUMNOS
ESPERADO CON LO ESPERADO EN LOS ANALISIS PREVIOS

Se evidencia un muy bajo rendimiento en este inciso.

Del grupo de alumnos que resolvieron el problema y no obtuvieron

puntaje, se observa la siguiente lista de errores cometidos:

* No supieron graficar los nuevos ejes a partir de los vectores de la
base B. Esto muestra que el tema de cambio de base en espacios
vectoriales (tema estudiado con anterioridad) no fue comprendido
en su totalidad por algunos alumnos. Entonces muy dificilmente
pueda hacer uso del modo de pensamiento AE y AA para resolver el
ejercicio.

* No especifican las unidades de los nuevos ejes y/o los nombres
respectivos.

* No logran asociar los conceptos de cambio de base en espacios

SG > . . .

2d 19 % vectoriales con el cambio de base en transformaciones lineales y con
su interpretacion geométrica. No saben graficar los vectores y sus
imagenes en el nuevo sistema de referencia x’y’.

Se ejemplifica a través de la resolucién que muestra la Figura 15.

Del grupo minoritario de alumnos que obtuvieron puntaje, se observo

que graficaron de forma correcta los vectores y sus imédgenes, deta-

llando cada vector en el sistema de referencia respectivo (Figura 8).

Ninguno de los alumnos que obtuvo puntaje verific6 analiticamente

que las imdgenes no cambian, sino que lo que cambian son sus coor-

denadas. En el andlisis previo se esperaba que los alumnos se sitien
en el modo de pensamiento AE pues contestarian la pregunta basan-
dose en una definicién dentro de la estructura de un espacio vectorial.

Sin embargo, lamentablemente, este objetivo no se cumplid.
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2f

27 %

BEd

El porcentaje de rendimiento de este inciso fue muy bajo.

Del grupo de alumnos que resolvieron el problema y no obtuvieron
puntaje se observa: falta de dominio en el tema ecuaciones de rectas,
coordenadas de un vector en una base dada, cambio de base en espa-
cios vectoriales.

De los que resolvieron el problema de forma exitosa, la gran mayoria
utiliz6 la ecuacién matricial de cambio de base para encontrar la ecua-
ci6n del eje de simetria en la nueva base. Lo que muestra que el modo
de pensamiento utilizado es el AAy AE (Figura 10). Otros, a partir del
gréfico, identificaron y encontraron la ecuacién del eje de simetria en
la base requerida. El modo de pensamiento utilizado por estos Gltimos
alumnos es el 5G.

2e

4 %

BE

Este inciso tuvo mejor rendimiento que el 2f.

Algunos estudiantes no obtuvieron puntaje debido a que no realizaron

el ejercicio.

De los alumnos que realizaron el inciso y obtuvieron 0 puntos, se

observaron las siguientes deficiencias:

* No lograron visualizar geométricamente si existe simetria o no en el
nuevo sistema de referencia.

* No se dieron cuenta que pueden utilizar la matriz de la transforma-
cién 7T en la nueva base para verificar las condiciones de simetria.

El modo de pensamiento utilizado por este grupo de alumnos fue el

AA.

En el grupo de alumnos que realiz6 el ejercicio y obtuvo el mayor

puntaje, se observoé interaccién entre ambos modos de pensamiento

AAy AE. En este grupo de alumnos se cumple el objetivo propuesto

para este inciso, fijado en el andlisis previo (Figura 9).

1b

54 %

BER

El rendimiento supera por muy poco el 50 %, pero se esperaba un
rendimiento mucho mas alto, debido a que los conceptos que se
debieran utilizar para resolver este inciso ya fueron estudiados en
unidades anteriores.

LLa mayoria de los alumnos que resolvieron el inciso, logré inferir la
naturaleza de la transformacion lineal a partir de las representaciones
graficas de los vectores proporcionados y sus transformados. Y fueron
capaces de integrar esta comprension con la resolucion analitica de la
tarea solicitada (Figura 11).

Otros utilizaron el modo de pensamiento SG y AA para justificar que
la transformacién dada es una transformacién de simetria, pero no lo-
graron integrarlo al modo AE, debido a que no utilizaron la propiedad
correcta que define a las transformaciones de simetria. Esta desco-
nexién los llevd a cometer errores conceptuales como por ejemplo
concluir que tal endomorfismo es una proyeccion cuando en realidad
es una simetria.

Solo unos pocos lograron integrar los tres modos de pensamiento, es
decir, fueron capaces de integrar la interpretacién geométrica con la
resolucion analitica de la tarea solicitada (Figuras 3y 4).
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2¢

69 %

Entre los errores observados en la resolucion del inciso, se visualiza
claramente una falta de comprensién en los temas fundamentales,
como cambio de base y endomorfismos en R Se aprecia que algunos
alumnos no logran diferenciar entre conjuntos y funciones, lo que
representa un error conceptual recurrente en los eximenes de esta
asignatura.

Por otro lado, existe un grupo de estudiantes que sabe que para cal-
cular el transformado deben utilizar una férmula del endomorfismo,
pero no todos saben utilizar la férmula adecuada, es decir, en la base
adecuada con el fin de hallar las imdgenes solicitadas (Figura 14).

Un buen porcentaje de alumnos realizo el célculo analitico de las
imégenes de los vectores, es decir, se dieron cuenta que deben tomar
el vector expresado respecto a una base y reemplazarlo en el endomor-
fismo expresado en la misma base. Utilizaron el modo de pensamien-
to AA (Figura 7).

2a

75 %

BE

Este inciso arrojé un nivel de rendimiento satisfactorio.

De los alumnos que resolvieron este inciso se observa que un porcen-
taje lo resuelve de forma correcta empleando los modos de pensa-
miento esperados. Los que resolvieron cambiando las coordenadas a
las imagenes de los elementos de la nueva base A4, usaron el modo

de pensamiento AAy los que resolvieron empleando la definicién de
matrices semejantes utilizaron el modo de pensamiento AE (Figura 5).
Sin embargo, otro grupo de estudiantes cometi6 errores de célculo o
no formaliz6 adecuadamente la transformacién, pero el procedimiento
de calculo de la matriz asociada al endomorfismo fue correcto.

En un menor porcentaje se identificaron errores conceptuales debido
a la falta de comprensién del tema matriz asociada a una transforma-
cion lineal respecto a otras bases (Figura 12).

lc

78 %

SG

El rendimiento de los alumnos en este inciso fue alto. La gran mayoria
pudo deducir tanto grafica como analiticamente la ecuacion del eje de
simetria (Figura 4). Un pequeifio porcentaje de alumnos no supo ex-
presar la ecuacién del eje x a pesar de haber inferido geométricamente,
en el inciso anterior, de que se trata de una transformacion de simetria.
Y otro pequefio porcentaje de alumnos no interpret6 la consigna, por lo
cual no la resolvid, no entendfan que es un eje de simetria.

2b

81 %

Este inciso tuvo un alto rendimiento.

Dentro de este grupo, la mayoria empleé el modo de pensamiento
AE, haciendo uso de la definicién de coordenadas de un vector en
una base determinada para mostrar las coordenadas del vector v con
respecto a la base B (Figura 6).

Por otro lado, una minoria de los estudiantes que obtuvieron la pun-
tuacién total, basaron su razonamiento en el modo de pensamiento
AE y AA, ya que calcularon las coordenadas del vector tomando la
ecuacién matricial de cambio de base.

Muy pocos alumnos no pudieron determinar lo pedido, observandose
errores conceptuales en la resolucién del inciso (Figura 13).
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la

91 %

La mayorfa incorporé en su razonamiento el modo de pensamiento
AA, al usar la férmula del endomorfismo para determinar las imédge-
nes solicitadas.

Dedujeron, de forma grafica, que se trata de una transformacién de
simetria.

Incorporaron también el modo de pensamiento SG al graficar los
vectores y sus transformados. L.a mayoria del alumnado logré integrar
los modos de pensamiento AAy SG (Figura 2).

Este inciso tuvo un rendimiento muy alto.

Tabla 2. Ejemplos de los resultados de los ejercicios 1y 2 de la ficha, para los alumnos A30 y A33.

EJERCICIO 1

Ambos alumnos utilizan en su resolucion los modos de pensamiento SG, AAy AE.

Se evidencia una comprensién sélida del tema en estudio.

a) A30

Figura 2

b) A30

Figura 3
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c) A33

Figura 4

EJERCICIO 2

a) A30

Figura 5

b) A33

Figura 6

c) A30

Figura 7
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d) A33

Figura 8

€)A33

Figura 9

f) A33

Figura 10
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Tabla 3. Ejemplos de los resultados de los ejercicios 1y 2 de la ficha para los alumnos A2, A10 y A20.

EJERCICIO 1

a) Los alumnos A2, A10 y A20 realizan correctamente este inciso,
de forma similar a la resolucién del alumno A30.

b) y ¢) Se muestra la resolucién del alumno A2.

Figura 11

Este alumno realiza una muy buena
interpretacion geométrica, explicando
con ejemplos el porqué de la relacion,
entre los vectores y sus imagenes,
corresponde a una transformacion de
simetria en el sistema de referencia
xy. Posteriormente corrobora anali-
ticamente lo que habfa deducido en
forma geométrica.

EJERCICIO 2

Figura 12

El alumno A20 comete un error
conceptual al determinar la matriz
asociada a T respecto a la base B.
Intenta aplicar la definicién de matriz
asociada a una trasformacion lineal
respecto a otras bases, pero toma los
elementos de la base incorrecta para
realizar el procedimiento. Aplica el
pensamiento AA.

Encuentra una transformacion de si-
metria errénea. Este error se arrastra
y ocasiona la resolucién incorrecta del
inciso 2¢)
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b) A10

Figura 13

El alumno comete errores concep-
tuales: iguala una matriz de orden 2
con pares ordenados. Posteriormente,
siguiendo ese razonamiento obtiene
una igualdad de pares ordenados.
Formando con la primera fila de la
matriz un par ordenado, al cual iguala
al vector del segundo miembro. Se
visualiza un grave error conceptual
en relacién a temas estudiados con
anterioridad.

c) A2

El alumno determina las imagenes
de los vectores proporcionados en
bases diferentes, aplicando la ley de
transformacién con respecto a la base
canénica. Este fue un error comiin
entre las resoluciones realizadas por
los alumnos que obtuvieron bajo
rendimiento.

Figura 15

Al analizar el grafico, se puede inferir
que el alumno no tiene un entendi-
miento sélido del concepto de cambio
de base en espacios vectoriales, lo que
a su vez afecta su comprension del
tema de cambio de base en trans-
formaciones lineales. No determina
analiticamente que las imagenes no
cambian, sino que lo que cambia

son sus coordenadas. En el grafico

se observa que el alumno grafica el
vector dado en diferentes bases en el
sistema de referencia generado por la
base candnica.

e) Ninguno de los alumnos resuelve este inciso.

f) Ninguno de los alumnos realiz este inciso.
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4.2. Resultados del instrumento aplicado para la medicién de la variable dependiente

Luego de la aplicacion de las actividades didacticas se procedi6 a aplicar el instrumento con
el cual se midi6 la variable dependiente. Asistieron al examen final 29 alumnos de los 42 que
conformaron el grupo experimental y 37 de los 44 del grupo de control; se les dio 2 horas para la
realizacién del mismo.

Se presenta a continuacién la Tabla 4 con los promedios por inciso y el promedio de nota total
del examen final, obtenidos por los alumnos de ambos grupos. LLuego se muestra el andlisis esta-
distico en funcién de los objetivos e hipdtesis formulados.

Tabla 4. Nota promedio por inciso Evaluacién Final.

EJERCICIO 1 INCISOS TOTAL
la 1b lc 1d le 1f lg 1h
Puntaje del ejercicio 5 10 20 5 10 20 10 20 100

Grupo experimental 4,84 6,32 17,89 4,47 6,05 14,21 5,26 10,53 69,58

Grupo de control 2,49 1,49 3,92 0,81 0,81 0,95 0,14 0,00 10,60

Del procesamiento y analisis de los datos obtenidos, se realizé una comparacién entre los re-
sultados de ambos grupos, observindose una marcada diferencia entre ellos. En el grupo experi-
mental, en donde se aplicaron los modos de pensamiento y los lenguajes, los resultados fueron muy
satisfactorios; el estimulo proporcionado por los diferentes lenguajes en el planteo y disefo de los
ejercicios y en la metodologia utilizada en las clases tedricas y practicas, favorecieron el aprendi-
zaje del tema Cambio de Base en Endomorfismos de R*. En cambio, los resultados obtenidos por
los alumnos del grupo de control, en el que no se aplicaron las actividades didacticas propuestas,
visibilizaron la poca comprensién del tema en estudio.

Se observo que el promedio de puntajes de la comision de control es menor que el obtenido en
el grupo de prueba, lo cual es muy favorable para los investigadores.

Se realiz6 una comparacion estadistica entre los promedios obtenidos por los alumnos del gru-
po de control y del grupo experimental tomando el examen final (posprueba). Dicha prueba esta-
distica consisti6 en una prueba t de dos colas.

La hipétesis nula que se plantea es: “No existe diferencia significativa entre los puntajes de la
comision de prueba y comisién de control”

HO : /'lprueba = /’lc(mtrol

Se compararon tanto los promedios como las varianzas de los dos grupos.
La Tabla 5 muestra las estadisticas obtenidas que fueron probadas a un nivel de significancia de
a = 0,05 (probabilidad de rechazar erréneamente la hipdtesis nula del pardmetro).
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Tabla 5. Prueba t para muestras independientes.

- — F
n (exp.) n control X (exp.) X control Var homog. T P Prueba
Bilateral para
29 37 69,58 10,59 <0,0001 8,31 <0,0001 | varianzas no
homogéneas

De la Tabla 5 se observa que el valor de probabilidad de testeo de la homogeneidad de la varian-
za es mucho menor que 0,05, mostrando que la dispersién de datos alrededor del promedio para

los grupos experimental y de control son estadisticamente diferentes.

Debido a esta situacion, la prueba t que se utiliz6 (datos de la tabla) corresponde al caso en que
las varianzas son heterogéneas (Howell, 1997).

La prueba t para los promedios de los puntajes también da un valor de probabilidad significa-
tivamente menor que 0,05, lo cual permite descartar la hipétesis nula y decir que existe una dife-
rencia significativa entre el rendimiento de los alumnos de los grupos experimental y de control.

La Tabla 6 muestra la comparacion de los modos de pensamiento utilizados por los alumnos de
los grupos experimental y de control, en la realizacién de la Evaluacién Final. Teniendo en cuenta

para ello el rango de notas que obtuvieron en la prueba.

Tabla 6. Modos de pensamientos grupo experimental y de control.

GRUPO EXPERIMENTAL

GRUPO DE CONTROL

Los estudiantes con notas entre 0 y 40 puntos
hacen uso de un solo modo de pensamiento
para responder a las preguntas planteadas, sien-
do este el modo de pensamiento AA. Es decir,
mostraron habilidades algebraicas para resolver
los ejercicios.

En este grupo de alumnos se visualiz6 que 26 de los 37,
con puntaje entre 0y 40, hacen uso del modo AA.Y que 4
de estos 26 realizaron el gréfico de vectores, pero solo en
el sistema x,y (generado por la base canénica). Es decir,
utilizan ademas el modo SG en su razonamiento.

De los alumnos de este grupo, solo 8 no resolvieron la
Evaluacion Final.

Se observé en este grupo que: 1) no hubo una buena
predisposicién para la resolucién de los ejercicios y 2) no
supieron realizar los ejercicios, en su gran mayoria, por no
poseer los conceptos necesarios para el abordaje del tema.

Los alumnos que obtuvieron notas entre 40 y 60,
hicieron uso de dos modos de pensamiento el
AAyel AE.

Idem al Grupo Experimental

Los alumnos que obtuvieron notas superiores a
los 60 y hasta 100 puntos hicieron uso de los tres
modos de pensamiento: AA, AE y SG y logra-
ron conectar los mismos para ayudarse en su
razonamiento.

No hay alumnos con notas mayores a 60 puntos.
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5. Discusion de los resultados obtenidos del analisis de la ficha de trabajo

"Tras analizar trabajos basados sobre los modos de pensamiento en la resolucién de problemas
entre los que se destacan el de Sierpinska (2000) y Parraguez (2012), se llega a la conclusién de
que la mayoria de los estudiantes tienden a adoptar el modo de pensamiento AA al enfrentarse a un
problema. Los hallazgos de esta investigacion respaldan esta observacion, ya que muestran resul-
tados similares, esto es, que el modo de pensamiento empleado, en la gran mayoria de las resolu-
ciones de problemas por parte de los estudiantes, es el modo AA; les es mas facil emplear técnicas
de resolucion al abordar un problema que justificar y utilizar definiciones y/o propiedades en una
resolucion. También se advierte que los estudiantes enfrentan dificultades al cambiar de un modo
de pensamiento a otro, por ejemplo, del modo SG al modo AA o viceversa. Es importante destacar
que, en algunos casos, la representacién geométrica se convirtié més en un obstdculo que en una
ayuda para comprender el objeto de estudio, ya que algunos estudiantes no lograron desarrollar el
pensamiento sintético geométrico.

Ademas, se observa que los alumnos con bajo rendimiento tienen dificultades en comprender
como trabajar en bases distintas a la base candnica. Desde una perspectiva analitica, intentan de-
terminar las imagenes de vectores proporcionados en bases diferentes a la canénica, utilizando la
ley de transformaciéon dada en la base canonica.

Desde un punto de vista geométrico, representan graficamente los vectores dados respecto a di-
ferentes bases, en el sistema de referencia generado por la base candnica (sistema de referencia xy).

Se puede inferir que estos errores son el resultado de una falta de comprension del tema “cam-
bio de base en espacios vectoriales”, el cual fue estudiado previamente. Ante estos resultados in-
satisfactorios, es evidente la necesidad de realizar un breve repaso del tema mencionado, antes de
abordar el tema cambio de base en transformaciones lineales.

Un reducido grupo de alumnos logré transitar de un modo de pensamiento a otro. Es decir,
mostraron una comprension sélida del tema en estudio y obtuvieron la puntuacién maxima.

Por los resultados obtenidos con el grupo experimental, es evidente que los modos de pensa-
miento representan una herramienta fundamental en el ambito educativo, especialmente en el
proceso de ensenanza y aprendizaje del dlgebra lineal y en particular del tema cambio de base en
endomorfismos (transformaciones lineales).

6. Conclusiones

De acuerdo a los resultados que proporcioné el instrumento Evaluacién Final, se puede afir-
mar que el modo de pensamiento maés utilizado por los alumnos en la resolucién de los problemas
propuestos es el modo AA.

El uso de férmulas para resolver ejercicios sin una comprensioén completa del concepto puede
tener un impacto negativo en la comprension de temas posteriores: matrices equivalentes, matri-
ces semejantes, isometrias, diagonalizacion por semejanza, autovalores y autovectores, sistemas de
ecuaciones diferenciales entre otros. Los estudiantes, en estas situaciones, tienden a abordar los
problemas de manera mecanica durante la resolucion de trabajos practicos y exdmenes parciales.
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Se visualiz6 en ambos grupos, tanto en el experimental como en el de control, que los alumnos
utilizan métodos o técnicas de resolucion en la resolucion de la mayoria de los ejercicios, pero tie-
nen dificultades para moverse del ambito algebraico al ambito geométrico.

Se observd, en el grupo de control, que muchos estudiantes tuvieron dificultades para mani-
pular adecuadamente la representaciéon geométrica, lo cual se convirtié en un obstaculo para su
aprendizaje, mds que una ayuda en este caso.

Se observé que el 63% de los alumnos del grupo experimental, que tienen notas superiores a
60 puntos, lograron establecer la conexién entre los diferentes modos de pensamiento (AA, AE,
SG) ayudados por la utilizacion de los diferentes lenguajes, evidenciando comprensién del tema
en estudio. En cambio, se observé que en el grupo de control ningin alumno logré establecer la
conexion entre estos tres modos de pensamiento.

Se pueden dar evidencias de que no todos los estudiantes, tanto del grupo experimental como
de control, tienen un concepto geométrico del cambio de base en espacios vectoriales porque la
mayoria de las veces se sitdan desde el dlgebra para abordar y resolver los ejercicios. Esta limita-
ci6n no solo afecta su desempeno en dlgebra lineal, sino también su comprension de los objetos
matematicos en general.

Las actividades didédcticas propuestas para la ensefianza del tema Cambio de Base en Endo-
morfismo de R? constituyeron un apoyo para la comprensién y estudio del mismo, ya que es un
tema de gran importancia tanto en la asignatura A.L.G.A. como en las distintas materias de las
carreras de ingenieria.

La inserci6n de los distintos lenguajes matematicos, como el aritmético, geométrico y algebrai-
co, en la formulacion de los problemas, junto con la aplicacién de diversos modos de pensamiento
segin Sierpinska (2.000) y las estrategias de enseflanza segin Diaz Barriga y Herndndez Rojas
(1.999), influyeron positivamente en el proceso de aprendizaje de los temas estudiados.

El uso de Geogebra en las actividades proporcioné a los estudiantes la oportunidad de de-
sarrollar una comprensiéon mas profunda y flexible de los conceptos, facilitando un transito mas
fluido entre los diferentes modos de pensamiento. Ademds, permitid al docente ofrecer clases mas
dindmicas y comprensibles.
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