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Editorial

Con gran orgullo, nos toca saludar la aparición de un nuevo ejemplar de los Cuadernos de Ing-
eniería. Esta vez, el número 14.

Hablar del volumen 14 de una revista especializada implica no solo un número, significa un 
gran esfuerzo por parte de los responsables a través de los años para darle continuidad, saber 
convocar a los estudiosos e interesarlos en la publicación, revisar permanentemente criterios 
y normas de edición e indexación para mantener ajustado el producto a lo que la comunidad 
científica espera de él; interesar también a esa comunidad científica para que se sume, no solo 
en la escritura, sino, y más aún, en la revisión de los escritos, de modo de garantizar la calidad 
que se busca. Es también un estado de alerta permanente para saber captar la esencia de cada 
tema o línea que se investiga, de modo de poder evaluar con justeza su calidad, pertinencia, 
importancia en el contexto en que se encuadra, de modo de acoger contenidos y perspectivas 
que constituyan verdaderos aportes al estado del arte o de los estudios que se realizan dentro 
de cada especialidad.

Eso hacia afuera, pero en lo que no se ve, en la cocina de la publicación, significa también poder 
conformar buenos equipos de trabajo, poder incluirse en otros más amplios aún; en el caso de 
las publicaciones científicas de la Universidad Católica de Salta, significa formar parte de un 
nutrido y exquisito —tanto por el aspecto humano como profesional— conjunto de personas 
que ponen su conocimiento, entusiasmo y responsabilidad al servicio de la comunicación de la 
ciencia, nada más y nada menos.

En cuanto a su contenido, este número reúne dos artículos del campo de la Ingeniería de Ma-
teriales, los que ahondan en avances de aleaciones magnéticas blandas; en el primero, Rincón 
realiza una revisión sobre lo publicado en los últimos tres años sobre el tema, lo que permite 
visualizar metas de investigación en el corto y mediano plazo. En el otro artículo, Moya y Bere-
jnoi reportan parámetros fundamentales para la conformación de vidrios metálicos, obtenidos 
experimentalmente mediante un equipo desarrollado por el grupo de trabajo, capaz de inducir 
tratamientos térmicos con aplicación de cargas mecánicas en la probeta.

Por su parte, Albarracín y Quintana analizan el comportamiento del error global en los métodos 
explícitos de Runge Kutta, ampliamente aplicados en el campo de la ingeniería. 

Cuadernos de Ingeniería. Nueva Serie. Revista de la Facultad de Ingeniería
de la Universidad Católica de Salta (Argentina), núm. 14, 2022
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Indudablemente que los fenómenos naturales implican amenazas al medio habitado, por lo que 
dos artículos encaran esta problemática: Botelli, Guillén y Eder presentan el cálculo de caudales 
e hidrogramas de diseño en diferentes cuencas de interés de la provincia de Salta; los resultados 
alcanzados son fundamentales para proyectar obras de infraestructura destinadas a mitigar el 
riesgo hídrico. En el otro artículo, Haarala y Vermeulen desarrollan funciones de densidad de 
cuartiles para la función de Gutenberg-Richter Generalizada, de gran importancia para estudios 
de peligrosidad sísmica. 

Esperamos que la lectura de estos textos sea de interés para estudiosos de los distintos cam-
pos de la Ingeniería e invitamos a los investigadores a comunicarse con nosotros a través de 
nuestro portal (http://revistas.ucasal.edu.ar/index.php/CI), así como a hacernos llegar sus tra-
bajos para su publicación.

Rosanna Caramella, Lía Orosco,editoras
Diciembre, 2022
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Determinación de parámetros para la conformación en caliente de una 
aleación metálica amorfa base Fe

Determination of parameters for hot forming of an amorphous Fe-based 
metal alloy

Javier Alberto Moya1, Carlos Berejnoi2

Resumen
Los vidrios metálicos pueden conformarse plásticamente arriba de la 
temperatura de transición vítrea, en la región denominada del líquido 
sobreenfriado, y evitando la cristalización del material. Dicha cristali-
zación está determinada no solamente por la temperatura de trabajo, 
sino también por el tiempo de duración del proceso. Por ello, resulta 
de mucho interés tecnológico poder caracterizar temperaturas, tiempos 
y tensiones para ser empleados como parámetros en la conformación.
En este trabajo se presentan resultados de valores de viscosidades, ten-
siones y tiempos alrededor de la temperatura de transición vítrea, obte-
nidos en una aleación amorfa sintetizada en el laboratorio de los autores, 
de composición química {[(Fe0.6Co0.3Ni0.1)75]B0.2Si0.05}96Nb4 (at.%). Para 
ello se usó un equipo desarrollado por los autores, capaz de inducir tra-
tamientos térmicos con aplicación de cargas mecánicas en la probeta. 
Simultáneamente se monitoreó la temperatura, la elongación y la resis-
tencia eléctrica de la muestra. Los resultados revelan una temperatura 
de transición flujoviscosa de Tvs= 485 °C, con posibilidad de deformar 
plásticamente hasta los 550 °C manteniendo cierto control sin que la 
cristalización ocurra. La viscosidad de la aleación varía entre η= 108 y 
1012 Pa s, dependiendo de la velocidad de calentamiento, del tiempo en 
temperatura y de la carga del ensayo. Novedosos experimentos en donde 
por primera vez se realiza la determinación de la viscosidad mediante 
sucesivos ensayos isotérmicos escalonados son también presentados.

1 Universidad Católica de Salta, Salta, Argentina.
2 Universidad Nacional de Salta, Salta, Argentina.

Ingeniería de materiales/ artículo 
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Palabras clave: aleaciones metálicas amorfas, 
temperatura de transición vítrea, viscosidad.

Abstract
Metallic glasses can be thermoplastically formed 
above the glass transition temperature, in the region 
known as the supercooled liquid, and avoiding the 
crystallization of the material. This crystallization is 
determined not only by the working temperature but 
also by the time interval of the process. Therefore, is 
of great technological interest to be able to properly 
characterize temperatures, times, and stresses to be 
used as parameters in the forming process.
In this work we present results   of viscosities, stresses 
and time values around the glass transition tempera-
ture, obtained in an amorphous alloy synthesized in 
the laboratory of the authors, of chemical composi-
tion {[(Fe0.6Co0.3Ni0.1)75]B0.2Si0.05}96Nb4 (at.%). For 
this purpose, an experimental equipment devel-

oped by the authors was used, capable of inducing 
heat treatments with the application of mechanical 
loads on the specimen. Simultaneously, the tem-
perature, elongation and electrical resistance of the 
sample were monitored. The results show a viscous 
flow transition temperature of Tvs = 485 ° C, with 
the possibility of thermoplastic deformation up to 
550 °C, while maintaining a certain control without 
crystallization occurring. The viscosity of the alloy 
varies between η = 108 and 1012 Pa s, depending on 
heating rate, time at temperature and test load. Novel 
stepped isothermal experiments where the determi-
nation of the viscosity is carried out by means of suc-
cessive staggered isothermal tests are also presented.

Keywords: amorphous metallic alloys, glass tran-
sition temperature, viscosity.

1. Introducción

Una de las particularidades de las aleaciones metálicas amorfas (o vidrios metálicos) es que 
presentan resistencias mecánicas más elevadas respecto a las aleaciones cristalinas, principalmen-
te debido a la ausencia de sistemas de deslizamientos característicos de los cristales. A temperatu-
ra ambiente, la deformación plástica suele ser escasa o prácticamente nula. 

Como toda estructura vítrea, los vidrios metálicos poseen una temperatura de transición vítrea, 
Tg, en donde la aleación líquida sobreenfriada se convierte en un sólido amorfo. Esta temperatura 
puede ser determinada experimentalmente durante el proceso de calentamiento de la aleación, 
aunque en muchas aleaciones metálicas ocurre antes la cristalización con su correspondiente tem-
peratura, Tx, dejando de ser un sólido amorfo. El rango de temperaturas que abarca la región de lí-
quido sobreenfriado, ΔT= Tx-Tg, es un parámetro importante para la conformación plástica en ca-
liente de los vidrios metálicos, ya que trae implícita la estabilidad térmica de la aleación durante el 
conformado plástico, es decir, el rango de temperaturas a la que el material puede ser sometido sin 
que pierda su propiedad de amorfo, sin que sobrevenga la cristalización. Por otra parte, se utiliza el 
parámetro de la viscosidad, η, para evaluar la capacidad de deformación plástica. Por convención, 
un líquido alcanza este estado con un valor de viscosidad de η= 1012 Pa s (cuando el material es 
calentado a un ritmo de 10 °C/min) (Sastry, 2001). Sin embargo, en las aleaciones metálicas amor-
fas, que necesitan grandes velocidades de enfriamiento para inhibir la cristalización, la viscosidad 
a la que se alcanza Tg suele ser menor, más cercana al valor de 1011 o 1010 Pa s (Liebermann, 1993).
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Entre las aleaciones amorfas base Fe, la aleación de composición química {[(Fe0.6Co0.3Ni0.1)75]
B0.2Si0.05}96Nb4 (at.%) ha sido estudiada parcialmente en la literatura (Inoue et al., 2006; Shen et 
al., 2007a; Shen et al., 2007b) y caracterizada estructural, magnética y mecánicamente. Esta úl-
tima propiedad es una de sus características más notables, ya que su resistencia mecánica es de 
4275 MPa (con una deformación plástica de ε= 0.3 % a temperatura ambiente) compartiendo el 
podio de las aleaciones base Fe de ultra alta resistencia. Sin embargo, no se han encontrado datos 
publicados sobre su capacidad de deformación plástica en temperatura. 

En este trabajo se han realizado por primera vez estudios de viscosidades en una aleación 
amorfa {[(Fe0.6Co0.3Ni0.1)75]B0.2Si0.05}96Nb4 utilizando un prototipo de equipo construido en el labo-
ratorio de los autores. Dicho equipamiento tiene la capacidad de inducir tratamientos térmicos y 
tensiones mecánicas sobre muestras metálicas en forma de cintas, hilos o alambres, monitoreando 
simultáneamente su deformación y su resistencia eléctrica, junto con el control de su temperatura.

2. Desarrollo

2.1. Experimental

La aleación {[(Fe0.6Co0.3Ni0.1)75]B0.2Si0.05}96Nb4 fue sintetizada a partir de elementos puros (pu-
reza mayor a 99,9 %, en todos los elementos) en un horno de inducción bajo atmósfera de Ar y 
enfriada rápidamente empleando la técnica de melt-spinning. Las cintas así producidas tuvieron 
un ancho de 0.8 mm y un espesor de entre 25 y 30 μm. La condición de amorfa fue evaluada con 
difracción de rayos-X (Bruker, D2 Phaser con radiación de Co).

Las muestras utilizadas fueron de 15 mm de largo y fueron sometidas a recocidos a distintas 
velocidades de calentamiento (de 40 °C/min hasta 1000 °C/min) e isotérmicos, empleando distin-
tas cargas mecánicas (de 3 MPa hasta 25 MPa).

El equipo utilizado para realizar los recocidos y monitorear los cambios de longitud y de resis-
tencia eléctrica de la muestra es una versión del equipo presentado en la obra de Moya (2015), y 
mejorado en otra obra del mismo autor (Moya et al., 2019), actualmente con nuevas implementa-
ciones y adaptado a estos estudios. El principio de calentamiento se basa en el efecto Joule sobre la 
muestra misma, por lo que se tiene una muy baja inercia térmica, mientras que la temperatura es 
monitoreada con un pirómetro vía un controlador PID lo que permite un rápido control (lamenta-
blemente, no es posible dar más detalles del equipo, ya que se encuentra en proceso una solicitud 
de protección de propiedad intelectual). 

2.2 Resultados y discusión

La Figura 1(a-c) muestra, respectivamente, los resultados obtenidos de elongación específica, 
ε=ΔL/L0, de resistencia eléctrica, R, y la derivada de la resistencia respecto de la temperatura,  
δR/δT, sobre tres muestras con distintas cargas. En la Fig. 1 (d) se ha reproducido el ensayo de ca-
lorimetría diferencial de barrido, DSC, de Shen, Chang, Zhang e Inoue (2007) sobre una aleación 
de idéntica composición química, a modo de comparación. 
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Figura 1. Variación de (a) deformación ε, (b) resistencia eléctrica R, y (c) su derivada δR/δT para dos 
muestras con distintas cargas y (d) ensayo de DSC [4].

La Tg obtenida por la técnica de DSC (Shen et al., 2007b), es de Tg= 540 °C; mientras que 
en los presentes ensayos de dilatometría con carga se ha obtenido que el material comienza la 
deformación plástica hacia los 485 °C. Las temperaturas de inicio, T

x
, y pico, Tp, de cristalización 

determinadas por las técnicas de dilatometría y de resistencia eléctrica coinciden con las obteni-
das con DSC en Shen et al. (2007b). Esta diferencia entre la Tg determinada por dilatometría y 
la determinada por calorimetría ha sido ya observada por otros autores (Myung et al, 1991a). En 
algunos casos, la Tg obtenida por el ensayo de carga mecánica es denominada “temperatura de 
inicio de flujo viscoso”, Tvs, (Myung, 1991b) y mientras que a la obtenida por calorimetría suelen 
confirmarla llamándola “temperatura de transición vítrea calorimétrica”.
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Lo que está claro es que la Tg caracterizada por DSC no siempre corresponde al inicio del pro-
ceso de deformación viscoso y, como consecuencia, conocer el ΔTx a partir de esas medidas puede 
ser insuficiente para caracterizar la deformabilidad de un vidrio metálico (Bochtler et al., 2020). 
De hecho, en la presente aleación, el rango de deformación flujoviscosa es de unos 105 °C mientras 
que el ΔTx reportado en Shen et al. (2007a) es de 65 °C.

El comportamiento de la viscosidad, η, con la velocidad de calentamiento, H, es presentada en 
la Figura 2, para H= 100, 300, 700 y 1000 °C/min, realizadas con una carga inicial de σ= 7 MPa. 
La viscosidad fue calculada de acuerdo con la fórmula η= σ/3 ε.  , en dónde σ es la tensión aplicada 
y ε.  = ε/dt es la velocidad de deformación (Bhatti y Cantor, 1988). En la gráfica se puede observar 
que la aleación muestra una viscosidad más o menos constante con la temperatura hasta alcanzar 
Tvs, temperatura a partir de la cual η desciende bruscamente, presentando un mínimo antes de 
alcanzar la temperatura de cristalización. El valor mínimo de las curvas de η en la Figura 2 se en-
cuentra en temperaturas cercanas al valor de Tg que se había determinado a 40 °C/min (indicado 
ahora también en la Figura 2). En la Figura 2 inserta se grafica el comportamiento de este ηmin en 
función de la velocidad de calentamiento, habiendo alcanzado valores por debajo de 108 Pa s para 
H= 1000 °C/min. Lamentablemente, a esta velocidad de calentamiento la aleación no resiste la 
velocidad de deformación con la tensión aplicada, que alcanza unos 0.1 mm/s, y se fractura luego 
de una deformación de ε= 5 %.

Figura 2. Comportamiento de la viscosidad, η, con distintas velocidades de calentamiento, H. 
Gráfico Inserto: Variación del ηmin en función de H.
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Figura 3. Diagrama isotérmico TTT dividido en regiones de distintas viscosidades, η. Los símbolos 
llenos indican los límites de η para una carga de σ= 15 MPa, mientras que los dos símbolos vacíos pertene-

cen a un experimento con carga de 25 MPa.

En la Figura 3 se ha, graficado, en un diagrama de TTT, regiones de distintas viscosidades ob-
tenidas de los tratamientos isotérmicos en muestras sometidas a una carga inicial de σ= 15 MPa. 
Se ha dividido el gráfico en tres regiones, una con valores de 109 < η < 1010 Pa s, otra con valores 
de 1010 < η < 1011 Pa s, y la tercera, para tiempos finales, con 1011 < η < 1012 Pa s, (siguiendo 
la convención, se usa como límite η= 1012 Pa s). La velocidad de calentamiento empleada para 
llegar a la temperatura del tratamiento fue de 300 °C/min, y constituye el límite en la escala de 
tiempos iniciales (marcado en la figura con una línea de puntos). La parte superior de las regio-
nes graficadas está limitada por el inicio de la cristalización, indicado con una línea de puntos. La 
cristalización es detectada a partir del descenso del valor de la resistencia eléctrica o del cambio de 
comportamiento de la relación entre R y ε (como se verá más adelante). 

Como se puede observar, la región más apta para una conformación en caliente está confina-
da entre los 510 y los 550 °C y, en el caso de optar por los 550 °C, se tiene aproximadamente 50 s 
antes de que la cristalización se inicie. Por otro lado, entre los 485 y los 520 °C, es también posible 
la deformación plástica, aunque en menor medida debido a la alta viscosidad de la aleación en los 
rangos bajos de temperaturas, pero teniendo la ventaja de que los tiempos de permanencia en 
temperatura pueden superar los 1000 s y el material continuar amorfo.

Se ha observado en la literatura que, en vidrios metálicos, la viscosidad puede depender de la 
tensión aplicada durante el ensayo, al menos en valores por debajo de los 50 MPa. (Bhatti y Can-
tor, 1988). Para observar la presencia de este efecto, se ha realizado un ensayo isotérmico bajo las 
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condiciones de σ= 25 MPa y Ta= 500 °C (con la presente instrumentación, circunstancialmente, 
no se puede aplicar más de 25 MPa).

 Figura 4. Comportamiento de ε, R, y η en un ensayo con σ= 25 MPa. Gráfico inserto: relación R(ε).

Los resultados son presentados en la Figura 4, donde se puede observar que, efectivamente, 
las regiones con posibilidad de deformación plástica se extienden sensiblemente en el tiempo, 
como puede observarse en la Figura 3. Tal como se dijo anteriormente, este diagrama isotérmico 
TTT fue obtenido con tensiones de σ= 15 MPa y allí mismo se indican, con símbolos vacíos, los 
valores de viscosidades y los tiempos obtenidos en la Figura 4 con σ= 25 MPa, a modo de compa-
ración. Luego de haber sometido la muestra a una carga de con σ= 25 MPa en 500 °C durante un 
tiempo de t= 1300 s, el material continúa amorfo (no se observa una disminución de la resistencia 
eléctrica) y la deformación plástica continúa, aunque a un ritmo mucho más lento (con una velo-
cidad de 3x10-5 mm/s). En el gráfico inserto, se muestra la variación de R(ε) en donde se puede 
observar que, luego de un transitorio, la resistencia se comporta linealmente con la elongación no 
mostrando signos de algún cambio de fase, aunque hacia el final del experimento pareciera existir 
una tendencia a la diminución de la pendiente (que podrían indicar el lento comienzo hacia una 
cristalización).

El comportamiento, antes mencionado, en el cual la velocidad de deformación disminuye con 
el tiempo, es típico en los vidrios metálicos y contario a lo que sucede en los sistemas cristalinos, 
en los que el comportamiento común suele ser que la velocidad de deformación se mantenga 
constante o bien se incremente (etapas II y III del fenómeno de creep). Durante el ensayo de creep 
de los vidrios metálicos, estos experimentan el fenómeno de relajación estructural durante el cual 
se va eliminando volumen libre, y densificando el material con el correspondiente incremento de 
su resistencia mecánica. Y, al estar en equilibrio metaestable, para cada temperatura existirá un 
proceso de relajación estructural con su correspondiente variación de la viscosidad. Este fenóme-
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no se puede observar en la Figura 5, en donde se muestran una serie de tratamientos isotérmicos 
consecutivos a partir de los 480 °C y el incremento de la temperatura rápidamente en 20 °C cada 
vez que la viscosidad alcanzaba aproximadamente el valor de η= 1012 Pa s.

Figura 5. Ensayos isotérmicos escalonados (σ= 15 MPa).

De acuerdo con los datos de la resistencia eléctrica, la aleación comenzaría a cristalizar hacia 
los 1000 s de comenzado el experimento, estando la muestra a 540 °C, un lapso de tiempo, siempre 
debajo de los η= 1012 Pa s, no logrado en los tratamientos isotérmicos de la Figura 4. Asimismo, 
en este tipo de experimento se puede observar que el régimen a 520 °C es en donde se produce la 
mayor deformación plástica. 

3. Conclusiones

 Se ha estudiado la aptitud de la aleación amorfa {[(Fe0.6Co0.3Ni0.1)75]B0.2Si0.05}96Nb4 para su 
conformación plástica en temperatura. Con la máxima velocidad de calentamiento empleada de 
1000 °C/s se han obtenido los menores valores de viscosidad resultado en η< 108 Pa s; pero, a esas 
velocidades de calentamiento, la velocidad de deformación debe ser limitada (<0.1 mm/s).

En el régimen isotérmico, la viscosidad se limita a valores η> 109 Pa s, siendo el rango de 
temperaturas más apto entre 510 y 550 °C durante un promedio de 50 s desde el inicio del calen-
tamiento en las condiciones del experimento. Menores temperaturas y mayores tiempos son aún 
posibles, aunque con menor capacidad de deformación. También, con cargas mayores a 15 MPa, 
es posible incrementar la capacidad de deformación plástica de esta aleación. Con una carga de 
25 MPa se ha incrementado un 38 % el tiempo de la región con 1010 < η < 1011 Pa s y un ~130 % el 
tiempo de la de 1011 < η < 1012 Pa s.

Finalmente, con el presente equipo que posee muy baja inercia térmica, se ha podido imple-
mentar un tipo de estudio novedoso a nuestro entender, como el que puede verse en la Figura 5, en 
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donde por medio de tratamientos isotérmicos escalonados se ha logrado incrementar notablemen-
te el tiempo de viscosidad a valores η < 1012 Pa s, aunque la deformación total se vio disminuía en 
un 30 % respecto al tratamiento isotérmico realizado a 540 °C; se habría resignado cantidad de de-
formación por tiempo de deformación. Esto se estudiará con más detalle en futuras publicaciones.
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Avances en las aleaciones magnéticas blandas 

Advances in soft magnetic alloys

Diego Lisandro Rincón1

Resumen
El presente trabajo pretende dar una visión general de los avances de los 
últimos tres años en los materiales magnéticos blandos, con especial in-
terés en las aleaciones ricas en contenido de Fe del tipo nanocristalinas, 
y en algunos casos amorfas. Se hará foco en los tratamientos térmicos y 
en las velocidades de calentamiento, en la adición en componentes en la 
estructura de aleaciones magnéticas blandas, y en la composición de la 
matriz amorfa y los tamaños de grano.
Este estudio pone de manifiesto que la habilidad de formación vítrea 
(GFA) es una propiedad clave en la obtención de la aleación amorfa, y 
representa un inconveniente en el proceso de fabricación de aleaciones 
amorfas y nanocristalinas. Además, métodos de tratamiento térmico 
como el calentamiento por efecto Joule (Joule Heating) abren nuevas 
posibilidades para la obtención de aleaciones magnéticas blandas nano-
cristalinas. Se estudia, además, la evolución estructural de la aleación, 
dentro de los rangos del equipo JHS3 utilizado en este trabajo; por ello, 
las propiedades magnéticas reportadas son similares a las obtenidas en 
la literatura con otros tipos de equipamientos. Este método de trabajo 
también presenta medidas de resistencia eléctrica y dilatometría duran-
te la evolución estructural de la aleación estudiada. Una buena opción 
es la familia Nanomet, que plantea nuevas configuraciones de recocido. 

Palabras clave: materiales magnéticos blandos, aleaciones magné-
ticas blandas nanocristalinas y amorfas, habilidad de formación vítrea.
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1. Introducción

 Desde hace más de un siglo existe un gran interés científico y tecnológico por el desarrollo de 
los materiales magnéticos. A lo largo de estos años, las propiedades magnéticas blandas, de baja 
coercitividad y alta permeabilidad, se han mejorado progresivamente mediante la modificación de 
la composición o la estructura de las aleaciones ferromagnéticas (Muraca et al., 2009). De las múl-
tiples aplicaciones de estos materiales, las más comunes son componentes de transformadores. 
El desarrollo de nuevas aleaciones para estos materiales busca mejoras en el ahorro de energía y 
amigabilidad para con el medioambiente.

La industria se enfoca en los materiales convencionales, los aceros al silicio grano orientado y 
grano no orientado (Azuma et al., 2020), siendo las aleaciones nanocristalinas de base Fe el mate-
rial magnéticamente blando más importante con potencial para satisfacer estos requerimientos, 
durante su preparación y aplicaciones tecnológicas (Yu et al., 2020). La principal característica de 
una aleación magnéticamente blanda de buena prestación es tener un campo coercitivo Hc bajo, 
y una alta imanación de saturación Ms. De este modo, las aleaciones nanocristalinas presentan 
una estructura de una matriz amorfa con presencia de nanocristales, con tamaños menores a 60 
nm. Normalmente la fase que precipita es α-Fe o α-Fe(Si) dependiendo de la composición de 
la aleación. A su vez, estas aleaciones presentan en su composición elementos que encarecen su 
fabricación, tales como el Nb. Es por ello que actualmente se buscan nuevos métodos para lograr 
este tipo de estructura, sustituyendo elementos costosos como el Nb por mayores porcentajes de 
Fe y estudiando la posibilidad de lograr esta estructura mediante el uso de tratamientos térmicos, 
aplicando diferentes tipos de técnicas. 

Abstract 
This work intends to give a general overview of the 
advances of the last three years in soft magnetic ma-
terials, with special interest in Fe-rich alloys of nano-
crystalline type, and in some cases amorphous. Fo-
cus will be on heat treatments and heating rates, on 
the addition of components in the structure of soft 
magnetic alloys, and on amorphous matrix composi-
tion and grain sizes.
This study shows that the GFA glassforming ability 
is a key property in obtaining the amorphous alloy, 
and represents a drawback in the manufacturing 
process of amorphous and nanocrystalline alloys. 
In addition, heat treatment methods such as Joule 
Heating open new possibilities for obtaining nano-
crystalline soft magnetic alloys. It allows the struc-

tural evolution of the alloy to be studied, provided 
that its variables remain within the equipment’s 
ranges. The structural evolution of the alloy is also 
studied, within the ranges of the JHS3 equipment 
used in this work; therefore, the magnetic proper-
ties reported are similar to those obtained in the 
literature with other types of equipment. This wor-
king method also presents electrical resistance and 
dilatometry measurements during the structural 
evolution of the alloy under study. A good option is 
the Nanomet family, proposing new annealing con-
figurations. 

Keywords: soft magnetic materials, nanocrystalli-
ne and amorphous soft magnetic alloys, glass forma-
tion aptitude.
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Sin embargo, es importante investigar el mejoramiento de las propiedades magnéticas blandas 
de las aleaciones de base Fe, a fin de orientar teóricamente una producción industrial. (Yu et al., 
2020). En el presente trabajo se hace una revisión de los últimos avances logrados en los últimos 
tres años en aleaciones magnéticas blandas nanocristalinas, se identifican las nuevas aleaciones 
planteadas y los métodos empleados para lograr estructuras nanocristalinas que ofrecen mejores 
prestaciones y mejoras en la eficiencia energética. 

2. Aleaciones magnéticas blandas nanocristalinas y amorfas

Los materiales magnéticos blandos o de alta permeabilidad se definen como aquellos en los 
que se pueden producir cambios muy grandes en la densidad de flujo magnético por campos muy 
pequeños, a veces tan bajos como 8 A.m-1 (McCurrie, 1994). Normalmente se emplearon para 
estas aplicaciones materiales como aleaciones de Fe-Si, usado ampliamente en la construcción 
de transformadores. El desarrollo de estos materiales continuó con aleaciones amorfas, conocidas 
como vidrios metálicos; materiales que carecen de una estructura cristalina definida, y mejoran las 
prestaciones para este fin. 

Según Herzer, 

En 1988, Yoshizawa, Oguma y Yamauchi introdujeron una nueva clase de aleaciones a base de 
hierro que exhibían un comportamiento magnético blando superior. Las propiedades fueron una 
combinación única de bajas pérdidas, alta permeabilidad y magnetoestricción casi nula lograda 
por las aleaciones permanentes y las aleaciones amorfas a base de Co, pero con una magnetización 
de saturación de hasta 1.3 Tesla, mucho más alta que la que cualquiera de estos materiales puede 
ofrecer convencionalmente. Lo particular del nuevo material fue su microestructura ultrafina de 
b.c.c. Fe-Si con granulometrías de 1015 nm de donde se derivan finalmente sus propiedades 
blandas y que le dan el nombre de nanocristalino. (Herzer, 1997)

La Figura 1 muestra la relación entre la permeabilidad y la imanación de saturación de las 
principales familias de materiales magnéticamente blandos. Por su parte, en la Figura 2 —tomada 
de Herzer (1997)— se puede apreciar la relación del campo coercitivo en función del tamaño de 
grano, para aleaciones que van desde el estado amorfo, pasando por el nanocristalino y, finalmente, 
el estado cristalino. 
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Figura 1. Comparación de materiales magnéticos blandos tradicionales —indicados sin relleno— con 
los nuevos amorfos y nanocristalinos —regiones con distintos rellenos— (Makino et al., 1997).
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Figura 2.- Coercitividad, Hc, frente al tamaño de grano, D, para varias aleaciones metálicas magnéticas 
blandas: () Fe-Nb-Si-B (Herzer, 1990), () Fe-Cu-Nb-Si-B (Herzer et al., 1992), () Fe-Cu-V-Si-B 

(Sawa et al., 1990), () Fe-Zr-B (Suzuki et al., 1991), () Fe-Co-Zr (Guo et al., 1991) Aleaciones de NiFe 
(,(cuadrados centrados con +)) (Pfeifer et al., 1980) y Fe-Si () (6,5% en peso) (Arai et al., 1984) 

(Herzer, 1997)

La amplia gama de materiales magnéticos blandos desarrollados con este objetivo puede clasi-
ficarse en tres familias: (i) cristalina: con orden de largo alcance, (ii) amorfa: con orden estructural 
de corto alcance, pero todavía con orden magnético de largo alcance y (iii) nanocristalina: nano-
cristales ferromagnéticos incrustados en una matriz amorfa ferromagnética con una longitud de 
correlación magnética mayor que el tamaño medio del grano (Muraca et al., 2009)

Actualmente, se pueden clasificar nueve grandes grupos de aleaciones magnéticamente blan-
das:

Para las aleaciones nanocristalinas: 

• FINEMET Fe- Si- B- Nb- Cu
• HITPERM Fe- Co- B- Nb- Cu
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• NANOPERM Fe- Nb- B- Cu- Zr
• NANOMET Fe- Si- B- P- Cu
• Fe- B- Si
• Fe- B- C

Para las aleaciones amorfas:

• Base Fe
• Base Fe- Ni
• Base Co.

Aunque se puede alcanzar fácilmente una alta magnetización de saturación (Ms) en los mate-
riales cristalinos convencionales, cuando se aumenta la concentración de Fe las propiedades mag-
néticas blandas empeoran debido a la alta anisotropía magnetocristalina de α-Fe (K1 = 47kJ/m3) 
(Muraca et al., 2009). Es por esto que se focalizará en materiales magnéticos blandos, amorfos y 
nanocristalinos, ricos en Fe, con porcentajes mayores al 80 % en su composición, dado que estas 
aleaciones presentan una mayor imanación de saturación a las de porcentajes menores. Además, el 
incremento del porcentaje de Fe reduce la cantidad de otros elementos presentes en estas, econo-
mizando estos elementos. Para estas familias de aleaciones, se analizarán los avances realizados en 
este campo en los últimos tres años.

 
3. Componentes en la estructura de aleaciones magnéticamente blandas 

En la composición de una aleación nanocristalina podemos reconocer cuatro grupos de ele-
mentos que la componen. Reconocemos el porcentaje Fe, los elementos que propician la estruc-
tura vítrea o amorfa cuando la aleación es enfriada rápidamente, los elementos que impiden el 
crecimiento de grano y la formación de boruros Fe-B y los elementos que mejoran la nucleación. Si 
tomamos por ejemplo la aleación Fe84Cu1Nb3Si4B8, reconocemos primeramente su porcentaje de 
Fe; asimismo, los elementos formadores de estructura amorfa como el Si, B y Nb, siendo el Nb el 
elemento que impide el crecimiento de granos y la formación de los boruros FeB. Además, recono-
cemos el Cu como el elemento que mejora la nucleación en este material.  

El principal inconveniente en la producción de aleaciones magnéticas blandas es la producción 
de las aleaciones amorfas que posteriormente serán tratadas para obtener las aleaciones nanocrista-
linas. La prioridad en este punto es la habilidad para la formación vítrea de las aleaciones (GFA, por 
sus siglas en inglés). De este modo, la GFA se determina por los parámetros ( ).C

HS BP H S kσ= ∆ ∆  
y ( ) ( ). .C

HSS B CP H S k S Rσ= ∆ ∆ ∆ , donde CH∆  es la entalpía de la mezcla química; BS kσ∆  es la en-
tropía de discordancia y CS R∆  es la entropía configuracional. La GFA se puede determinar cuan-
titativamente mediante el parámetro de capacidad de formación de vidrio PHS, que es el producto 
de la entalpía química CH∆  y la entropía de desajuste normalizada BS kσ∆ . Además, Ramakrishna 
Rao et al. (2013) propusieron un parámetro termodinámico PHSS para predecir la capacidad de 
formación de vidrio. El nuevo parámetro (PHSS) es ( ) ( ). .C

HSS B CP H S k S Rσ= ∆ ∆ ∆  (Zhang et 
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al., 2014). El PHSS combina todos los parámetros termodinámicos necesarios que influyen en el 
GFA en una sola cantidad y sus predicciones del GFA necesitan ser evaluadas en comparación con 
el PHS, así como con otros criterios del GFA (Rao et al., 2013)

 El estudio de parámetros termodinámicos PHS y PHSS se toma como referencia para mejorar 
esta propiedad (Dastanpour et al., 2020b). La composición de los elementos seleccionados para la 
aleación será clave para determinar estas propiedades. Es por esto que se pueden predecir ciertos 
comportamientos en la GFA, de acuerdo con los componentes y composiciones que se agreguen 
a la aleación. Las principales aleaciones estudiadas en estos años fueron aleaciones de las familias 
Fe-Zr-B, las familias Nanomet, caracterizadas por los altos porcentajes de Fe mayores a 80 %. 

Los últimos años se estudió la influencia del Cu sobre familia de aleaciones del tipo FeZrB. Es-
tudios demuestran que la adición de Cu aumenta el intervalo de tratamiento térmico para aleación 
Fe80Zr9B10Cu1, llegando a valores de 154,7 °C. De este modo, se simplifica el proceso de cristaliza-
ción, refinando los granos y aumentando la densidad numérica de los nanocristales α-Fe. Además, 
se encuentra que el campo coercitivo Hc de estas familias de aleaciones difiere entre sí, esto se 
debe a sus complejos procesos de cristalización (Yu et al., 2020).

Las aleaciones de la familia Nanomet han tenido un número importante de estudios en los 
últimos años, los cuales se centran en tratamientos térmicos, como así también en la adición de 
nuevos elementos a esta aleación con la finalidad de mejorar determinadas propiedades magnéti-
cas y de nucleación de nanocristales.

Adición de Co, C y Mo en aleaciones del tipo Nanomet

La sustitución de parte del porcentaje de Fe por Co, C y Mo tiene como finalidad mejorar la 
GFA mediante la mejora en los valores de los parámetros PHSS y PHS en las aleaciones del tipo 
Nanomet. Estudios realizados en la aleación Nanomet confirman que la sustitución simultanea de 
4 % de Co, 1 % C y 1 % de Mo en lugar de Fe mejoró el parámetro PHSS de -2,04 kJ. mol-1 a -4,83 
kJ. mol-1 (Dastanpour et al., 2020b). 

Se estimaron los valores de CH∆ , BS kσ∆ , CS R∆ , PHS y PHSS del Co-C-Mo y se comprobó 
que eran inferiores a los de cualquier otra sustitución verificada. Los valores (negativos) de PHS 
y PHSS para la aleación Co-C-Mo fueron al menos 2 veces mayores que para Nanomet, lo que 
sugiere la mayor GFA entre las aleaciones sustituidas (Dastanpour et al., 2020b)

La mejora del GFA se verificó como una tasa de enfriamiento crítico claramente reducida. Esta 
investigación puede seguir optimizándose, pero el presente resultado demuestra que es posible 
mejorar significativamente el GFA de este sistema, y confirma la importancia de los PHSS y PHS 
para el diseño de la composición. Dastanpour y su equipo afirman, en su investigación, que estos 
valores pueden seguir mejorándose y sugieren también optimizar otros sistemas de aleaciones 
siguiendo la misma estrategia.
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Adición de P en aleaciones del tipo Nanomet

Agregar P a aleaciones del tipo Nanomet afecta la GFA. Para porcentajes menores a 1 % de P 
esta propiedad aumenta, la pérdida de núcleo disminuye gradualmente y la permeabilidad aumen-
ta. La adición de porcentajes de P entre 1 y 2,5 % produce una disminución rápida de la GFA, esto 
se refleja en el crecimiento de los granos, en el aumento rápido de campo coercitivo y en la pérdida 
de núcleo (Zhang et al., 2020). Para aleaciones del tipo (Fe80Si8B6Nb5Cu)99P se obtienen valores 
de permeabilidad de 75,93 A/m, incrementando este valor en un 5 %; además, las pérdidas en el 
núcleo disminuyen un 14 % con respecto a la aleación Nanomet sin adición de P.

El valor de μe disminuye con el aumento de la frecuencia del campo magnético porque el mayor 
contenido de P aumenta Hc, y el dominio magnético con alta coercitividad es más fácil de relajar a 
alta frecuencia (Zhang et al., 2020).

Adición de Ni y Mo en aleaciones del tipo Nanomet

La adición de Ni o Mo a aleaciones del tipo Nanomet por medio de la técnica de sputtering no 
mejora las propiedades magnéticas blandas, pero sí su resistencia a la corrosión. Los resultados 
son coherentes con estudios anteriores que muestran una mejora de la resistencia a la corrosión 
por la sustitución de Ni. La coercitividad magnética de las películas delgadas de las aleaciones 
tratadas se deteriora en comparación con la de una muestra sin tratar. Esto hace suponer que la 
aleación Nanomet sin alear presenta mejores propiedades magnéticas que la aleación con adición 
de estos elementos (Yamazaki et al., 2021).

Tratamientos térmicos de aleaciones Nanomet

Otro aspecto importante es el tratamiento térmico que se emplee para lograr la estructura 
nanocristalina; es importante en este aspecto el desarrollo de tratamientos térmicos para lograr la 
estructura de nanocristales en una matriz amorfa. 

Partiendo de una aleación amorfa el tratamiento térmico es la estructura para lograr aleaciones 
nanocristalinas. Tomando una aleación del tipo Nanomet, los principales avances en los trata-
mientos térmicos son la cristalización de la aleación amorfa Fe83.3Si4B8P4Cu0.7 y la formación de 
nanocristales α-Fe con un tamaño de 17 ± 5 nm en la matriz amorfa después de un recocido a 450 
°C durante 10 min (Dastanpour et al., 2020a).

Moya (2019) plantea tratamientos térmicos por medio de la técnica de Joule Heating, emplean-
do pulsos eléctricos a muestras de material amorfo. Este método reconoce dos tipos de experimen-
tos, de tipo (i) y (ii). Los tratamientos del tipo (i) proveen de una técnica para estudiar la evolución 
estructural del material medido a temperatura ambiente y su comportamiento a alta temperatura. 
Mientras que (ii) permite el estudio de la dinámica de evolución estructural con diferentes veloci-
dades de calentamiento y, además, permite diseñar el tratamiento térmico más adecuado. 
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Figura 3. Evolución de la imanación de saturación y el campo coercitivo Hc con pulsos de recocido de 
corriente de pasos de amplitud creciente de ΔIann = 0.015 A (Moya, 2019).

En la Figura 3 se puede apreciar el comportamiento de campo coercitivo Hc y la imanación de 
saturación sobre de una muestra de Nanomet en forma de cinta utilizando pulsos de corriente 
continua.
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Figura 4. Esquema general del equipo de Joule Heating Scanning Structure System (JHS3) 
(Moya, 2017). 
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Figura 5. Esquema ilustrativo de un calentamiento por pulsos (Moya, 2017).

En la Figura 4 se aprecia un esquema del equipo de Joule Heating Scanning Structure System 
planteado por Moya, donde las muestras de aleación amorfas introducidas en el interior de dos 
bobinas registran las propiedades magnéticas, mientras se inyecta corriente desde sus extremos. A 
su vez, la muestra es enfriada desde la parte superior mediante la inyección de aire a temperatura 
ambiente por un pequeño ventilador, en intervalos entre los ciclos. En la parte inferior, un pequeño 
sistema de balanza con pesos y contrapesos permite introducir una pequeña tensión y mantener 
estirada la muestra. Para registrar el desplazamiento de la muestra se utiliza un sensor LVDT, 
colocado de forma solidaria con esta. En la Figura 5 se presenta un esquema ilustrativo de las co-
rrientes de calentamiento inyectadas en la muestra, en función del tiempo de ensayo. 

Avances en sistemas de aleaciones ricas en Fe

Además de las aleaciones del tipo Fe-Zr-B y Nanomet se plantea otro tipo de aleaciones, 
como lo son Fe86+x(B12.5M0.5Cu0.4Hf0.6)14-x, Fe85Si0-5B9P4-Cu0-5C0.1M0.9, Fe83-85(B, C, Si)14–16P1, Fe73Mo4 
B5Si5P8C5 y Fe80Al2B5P9C4. 

Las aleaciones de la familia Fe-B-Cu-Hf dopadas con Si y con una coadición menor de P y 
aleaciones de Si con alta relación Si/P de 3/1 pueden mantener una alta GFA relativamente fuerte y 
todas las cintas amorfas son fáciles de fabricar. Después de su recocido con campo magnético, las 
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cintas cristalizadas de Fe86.4 (B12P0.25Si0.75Cu0.4Hf0.6)13.6 y Fe86.4 (B12.5Si0.5Cu0.4Hf0.6)13.6 exhiben altos Bs 
de 1.98 T y 1.95 T y baja Hc de 2,1 A.m-1 y 3,1 A.m-1 (Xiao et al., 2021).

El estudio de las aleaciones Fe85Si0-5B9P4-Cu0-5C0.1M0.9 donde M representa Fe, Ni, Gd, Al, Co, V 
y se estudió Hf, Ti y Cr. Se encuentra que la adición de Al, Co y Ni induce mayores energías de nu-
cleación Ex y energía de crecimiento de grano Ep en las aleaciones Fe85Si0-5B9P4-Cu0-5C0.1M0.9; esto 
mejora eficazmente la GFA suprimiendo el excesivo crecimiento de los granos α-Fe. La adición de 
Gd promueve un incremento del intervalo de Temperatura T∆  2 1( )x xT T T∆ = - , mejora la estabili-
dad térmica de la matriz amorfa y suprime la precipitación de fases secundarias (Xu et al., 2021). 

En general, la temperatura de inicio de la cristalización ( 1xT ), la temperatura de pico ( 1pT ,  
véase Figura 6) y la diferencia de temperatura ( T∆ ) de las aleaciones amorfas a una determinada 
velocidad de calentamiento pueden utilizarse para caracterizar la capacidad de formación de amor-
fos y la estabilidad térmica, mientras que la energía de activación de la cristalización puede reflejar 
fundamentalmente la barrera energética que el estado amorfo necesita superar durante el proceso 
de cristalización (Xu et al., 2021). 

Figura 6. Curvas de análisis DSC de Fe85Si0.5B9P4Cu0.5C0.1M0.9 (M = Fe, Ni, Gd, Al, y Co) de cinta de 
aleación amorfa a velocidad de calentamiento de 40 °C/min en atmosfera de nitrógeno (Xu et al., 2021).
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El resultado indica que la adición menor de elementos como Al, Ni y Co proporciona una barre-
ra energética más alta, que dificulta la nucleación y el crecimiento de los granos de α-Fe, mejoran-
do así la capacidad de formación amorfa y la estabilidad térmica de las aleaciones (Xu et al., 2021).

El planteo de la aleación Fe83-85 (B, C, Si) 14-16P1 mostró alta imanación de saturación con valores 
de 1,61–1,71 T, y un campo coercitivo Hc bajo, de 2,2–8,7 A.m-1. En la región de composición rica 
en Fe, se demostró que los metaloides exhiben efectos mucho más significativos sobre la magne-
tización de saturación que el Fe (Shi et al., 2021).

Los efectos de los metaloides B, C y Si en la imanación de saturación dependen en gran medida 
del contenido de Fe. Para las aleaciones amorfas con menor contenido de Fe, el momento magné-
tico insuficiente es la razón principal detrás de la inadecuada imanación de saturación, mientras 
que, para las aleaciones amorfas con alto contenido de Fe, la interacción de intercambio magnético 
débil y la baja temperatura de Curie se convierten en los factores predominantes que influyen en 
la imanación de saturación (Shi et al., 2021).

A su vez, se demostró que la adición de C es eficaz para aumentar el momento magnético de las 
aleaciones amorfas a base de Fe, lo que también eleva los límites inferiores de Bs en las aleaciones 
amorfas ricas en Fe (Shi et al., 2021).

El estudio de las aleaciones Fe73Mo4B5Si5P8C5 y Fe80Al2B5P9C4 muestra que exhibieron una 
excelente estabilidad térmica. El comportamiento de cristalización de la aleación Fe80Al2B5P9C4 
recocida a 525 °C ocurrió en dos etapas. Para la aleación Fe80Al2B5P9C4 recocida a 450 °C se obtu-
vieron propiedades magnéticas blandas superiores con imanación de saturación superiores a 1,5 
T y campo coercitivo Hc bajo de 5,3 A.m-1. Sin embargo, la dureza de la aleación disminuyó con la 
aparición de partículas cristalinas, en particular, en la aleación Fe73Mo4B5Si5P8C5 (Liu et al., 2021). 

Planteo de una nueva aleación magnéticamente blanda

Se pueden considerar dos etapas importantes en el proceso de diseño de una aleación magné-
ticamente blanda de estructura nanocristalina. La primera de ellas es la obtención de la aleación 
amorfa, donde el factor principal es la GFA; la segunda etapa es el tratamiento térmico. Por ello, la 
aleación de la familia Nanomet puede ser una buena opción para planteos de tratamientos térmi-
cos mediante la técnica de Joule Heating. Es posible modificar los métodos de recocido de estas 
aleaciones mediante la configuración de diferentes tipos de pulsos.

4. Aspectos de especial consideración 

La sustitución de parte del porcentaje de Fe por Co, C y Mo tiene como finalidad mejorar la 
GFA mediante la mejora en los valores de los parámetros PHSS y PHS en las aleaciones del tipo 
Nanomet. Estudios realizados en la aleación Nanomet confirman que la sustitución simultanea de 
4 % de Co, 1 % C y 1 % de Mo en lugar de Fe mejoró el parámetro PHSS de -2,04 kJ. mol-1 a -4,83 
kJ. mol-1 (Dastanpour et al., 2020b).
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Agregar P a aleaciones del tipo Nanomet afecta la GFA. Para porcentajes menores a 1 % de P 
esta propiedad aumenta, la perdida de núcleo disminuye gradualmente y la permeabilidad aumen-
ta. La adición de porcentajes de P entre 1 y 2,5 % produce una disminución rápida de la GFA, esto 
se refleja en el crecimiento de los granos, el aumento rápido de campo coercitivo y en la perdida de 
núcleo (Zhang et al., 2020). Se obtienen valores en (Fe80Si8B6Nb5Cu)99P de permeabilidad de 75,93 
de un 5 % más alto, perdidas de núcleo de 370 W.Kg-1 de un 14 % menor que la aleación Nanomet 
sin P.

Generalmente la sustitución de Ni o Mo por Fe no mejora las propiedades magnéticas, pero sí 
su resistencia a la corrosión para la aleación Nanomet. Por lo general, la aleación Nanomet sin alear 
presenta mejores propiedades magnéticas que la aleación con adición de estos elementos.

Partiendo de una aleación amorfa, el tratamiento térmico es la estructura para lograr aleaciones 
nanocristalinas. Tomando una aleación del tipo Nanomet, los principales avances en los trata-
mientos térmicos son la cristalización de la aleación amorfa Fe83.3Si4B8P4Cu0.7 y la formación de 
nanocristales α-Fe con un tamaño de 17 ± 5 nm en la matriz amorfa después de templar a 450 °C 
durante 10 min (Dastanpour et al, 2020a).

Las aleaciones de la familia Fe-B-Cu-Hf dopadas con Si y con una coadición menor de P y 
aleaciones de Si con alta relación Si/P de 3/1 pueden mantener una alta GFA relativamente fuerte y 
todas las cintas amorfas son fáciles de fabricar. Después de su recocido con campo magnético, las 
cintas cristalizadas de Fe86.4(B12P0.25Si0.75Cu0.4Hf0.6)13.6 y Fe86.4 (B12.5Si0.5Cu0.4Hf0.6)13.6 exhiben altos Bs 
de 1.98 T y 1.95 T y baja Hc de 2,1 A.m-1 y 3,1 A.m-1 (Xiao et al., 2021).

El estudio de las aleaciones Fe85Si0-5B9P4-Cu0-5C0.1M0.9 donde M representa Fe, Ni, Gd, Al, Co, V 
y se estudió Hf, Ti y Cr. Se encuentra que la adición de Al, Co y Ni induce mayores energías de nu-
cleación Ex y energía de crecimiento de grano Ep en las aleaciones Fe85Si0-5B9P4-Cu0-5C0.1M0.9; esto 
mejora eficazmente la GFA suprimiendo el excesivo crecimiento de los granos α-Fe. La adición de 
Gd promueve un incremento del intervalo de Temperatura ΔT (ΔT=Tx2-Tx1), mejora la estabili-
dad térmica de la matriz amorfa y suprime la precipitación de fases secundarias. 

El planteo de la aleación Fe83-85 (B, C, Si) 14-16P1 mostró alta imanación de saturación con valores 
de 1,61–1,71 T y un campo coercitivo Hc bajo de 2,2–8,7 A.m-1. En la región de composición rica en 
Fe, se demostró que los metaloides exhiben efectos mucho más significativos sobre la magnetiza-
ción de saturación que el Fe.

El estudio de las aleaciones Fe73Mo4B5Si5P8C5 y Fe80Al2B5P9C4 muestra que exhibieron una 
excelente estabilidad térmica. El comportamiento de cristalización de la aleación Fe80Al2B5P9C4 
recocida a 525 °C ocurrió en dos etapas. Para la aleación Fe80Al2B5P9C4 recocida a 450 °C se obtu-
vieron propiedades magnéticas blandas superiores con imanación de saturación superiores a 1,5 
T y campo coercitivo Hc bajo de 5,3 A.m-1. Sin embargo, la dureza de la aleación disminuyó con la 
aparición de partículas cristalinas, en particular, en la aleación Fe73Mo4B5Si5P8C5 (Liu et al., 2021).
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5. Consideraciones finales 

El objetivo de este estudio fue dar una introducción sobre los nuevos avances en los materiales 
magnéticos blandos en los últimos tres años. El aporte fundamental de este trabajo radica en dar 
una visión de los avances en las aleaciones magnéticas blandas, del grupo ricas en Fe, focalizando 
en aleaciones con porcentajes de Fe mayores al 80 %.

Estos resultados ponen de manifiesto que la habilidad de formación vítrea es una propiedad 
clave en la obtención de la aleación amorfa, representando un cuello de botella en este proceso. 
La adición de elementos como el Co, C, Mo y P a aleaciones del tipo Nanomet permite modificar 
la habilidad de formación de vidrio (GFA), el comportamiento de cristalización y las propiedades 
magnéticas. El P es un elemento económico que mejora las propiedades magnéticas blandas, em-
pleándose en el rango de porcentaje adecuado. Además, la adición de Cu en aleaciones de la familia 
Fe-Zr-B permitió aumentar el intervalo de tratamiento térmico, llegando a valores de 154,7 °C. 
Esto permitió la simplificación del proceso de cristalización, refinando los granos y aumentando la 
densidad numérica de los nanocristales α-Fe.

Métodos de tratamiento térmico como el Joule Heating abren nuevas posibilidades para la ob-
tención de aleaciones magnéticas blandas nanocristalinas, siendo este calentamiento por efecto 
Joule una buena opción para la familia de materiales Nanomet. Se plantean así nuevas configura-
ciones de recocido. 
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Análisis del comportamiento del error global en los métodos explícitos 
de Runge-Kutta 

Global error behavior analysis in the explicit Runge-Kutta methods

Carlos Marcelo Albarracín1, María Virginia Quintana1,2

Resumen
La resolución numérica de problemas de valor inicial de ecuaciones 
diferenciales ordinarias involucra típicamente ingresar las especifica-
ciones del problema y una cota del error local de discretización para 
generar luego una solución aproximada del problema. No obstante, la 
obtención precisa y confiable de las soluciones numéricas requiere el 
conocimiento de la separación admisible entre los nodos de la malla 

. También es necesario llevar un control del error global. Por ello, el 
objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento del error global 
en los métodos explícitos de Runge-Kutta, determinar su orden y ob-
tener la condición necesaria para garantizar la convergencia.

Palabras claves: Runge-Kutta, error global, control del error, con-
vergencia.

Abstract
The numerical solution of initial value problems of ordinary differential 
equations typically involves entering the problem specifications and a 
bound on the local discretization error to then generate an approximate 
solution of the problem. However, obtaining precise and reliable numeri-
cal solutions requires knowledge of the allowable spacing between mesh 
nodes . Also, it is necessary to carry out global error control. There-
fore, the aim of this work is to analyze the behavior of the global error in 
the explicit Runge-Kutta methods, to determine the order of the global 
error and obtain the necessary condition to guarantee convergence.

Keywords: Runge-Kutta, global error, error control, convergence.
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1. Introducción

Los métodos Runge-Kutta (R-K) explícitos son ampliamente utilizados en la resolución numé-
rica de problemas de valor inicial de la forma

La solución de este problema se puede aproximar por medio de las siguientes fórmulas de 
orden  con  (Hull et al., 1972), 

  (1)

donde  es la aproximación al valor exacto , h es la longitud del paso o separación de los 
nodos de la malla (h = xn+1 – xn), N el índice del último punto de la malla en donde se calcula la 
solución aproximada, s ≥ p y Ri se define como 

Los coeficientes ai , bi  y ci j  son constantes que dependen del método R-K elegido.
Un aspecto importante en cualquier método numérico reside en determinar expresiones que 

acoten el error que se comete por su aplicación. En los métodos R-K se identifican tres tipos de 
errores: el error local de discretización e(x;h), el error local de truncamiento et (x;h) y el error global  
E(xn ;h). El primero se obtiene a partir de reemplazar la solución aproximada por la exacta en la 
ecuación en diferencias escrita en forma normal, esto es

La diferencia entre los dos términos, que es distinta de cero, constituye el error local de dis-
cretización

   (2)

Como es conocido, el error local de discretización de los métodos de orden p pertenece al con-
junto de funciones O(h p) y es un error que se comete en x. Por ejemplo, en el caso del método de 
Euler es de orden O(h), y O(h4) para los R-K de cuarto orden. Este error es inherente al método y 
su expresión es la misma en cualquier punto de la malla. 

El error local de truncamiento (Isaacson y Keller, 1994) es el que surge al proponer la solución 
exacta por medio de la fórmula del método, pero considerando exactos todos los valores previos. Si 
se parte de (2) resulta

  (3)
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Teniendo en cuenta la ecuación (3), el último término es el error local de truncamiento, es 
decir
 

el cual, de acuerdo con Higham (1991) es de orden . También es posible obtener la expre-
sión de este error a partir del desarrollo en serie de Taylor de  En la literatura es habitual 
que se refiera a este error como equivalente al error local de discretización. La diferencia concep-
tual reside en que, a diferencia del error local de discretización, el de truncamiento es un error de 
orden mayor y se comete en 

2. Análisis del error global

El error global es el que surge por la acumulación de errores locales, por errores en la evalua-
ción de la función  y por errores de redondeo que dependen del dispositivo de cálculo o de 
la cantidad de dígitos significativos utilizados. 

El error global se define como

 .

En la bibliografía del tema, como por ejemplo en Enright (1989), se determina para el caso 
del método de Euler que el error global es de orden , lo cual constituye una cota superior del 
error y se aclara que dicha cota resulta en una sobreestimación del error. Esto es así ya que la cota 
obtenida no es el supremo.

La ecuación en diferencias correspondiente a la ecuación (1) se expresa como función de la 
siguiente manera:
 

Restando de la ecuación (3) la expresión anterior, se tiene

 

es decir,

  

De la ecuación (4) se observa que el valor del error global en x h+ involucra el error global en 
el paso anterior , la diferencia que surge de evaluar  y el 
aporte del error local de discretización en .
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A partir de (4) y para  se tiene

 E x h E x h h a R x y a R x Yn n i i n n
i

s

i i n n
i

s


 

          







 1

1 1

; ; , ,    h e x hn ;  (5)

y para 

  (6)

Al adoptar
 

y reemplazando la ecuación (6) en la ecuación (5) resulta

 

En forma análoga, aplicando el procedimiento anterior para  se ob-
tiene la forma general

 

Si se considera la condición inicial del problema en , se tiene  por lo tanto  
y  entonces

  (7)

Con el propósito de determinar el orden del error global, se establecen las siguientes hipótesis 
para la función 

•  es continua en la variable .
•  satisface la condición de Lipschitz para , es decir que para todo  existe  tal 

que  .

Tomando valor absoluto en (7) se tiene

 

A partir de la expresión anterior y recurriendo a la condición de Lipschitz, se obtiene
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Al introducir la constante  y teniendo presente que  la expresión 
anterior se reduce a

  (8)

La ecuación (8) constituye una cota para el error global, donde el segundo término de la dere-
cha de la desigualdad es de orden .

Para estudiar el orden de  se procede con el análisis del término .
Si en la ecuación (8) se considera , se obtiene

 

Para :
 

Para :

  (9)

A partir de la ecuación (9) y por inducción se puede deducir que la expresión de  es de 
la forma
 

es decir,
  (10)

en donde  y los .

La expresión dada en la ecuación (10) es la cota del error global. Resulta relevante determinar 
el orden de este error, por lo tanto, se analizan los términos involucrados.

TEOREMA
Para todo  la función  pertenece al conjunto de funciones de orden .

DEMOSTRACIÓN
La función  si y solo si existe una constante  tal que para la función 

 , se verifica . Entonces C g h g h
h

     
 
max
0 1

1 2

De la definición de  y  se tiene . Dado que la constante C puede 

tomar su valor máximo en los extremos del intervalo , resulta
 

C
g h
g h

a a a
h p p p n

 
     

    lim .
1

1

2

2 3 1

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Planteando  con  y para todo h perteneciente al 
intervalo 0 1,   se obtiene:

 
es decir, 
 

Tomando factor común  se obtiene la siguiente desigualdad

  (11)

Considerando que  y que los factores  toman valores negati-
vos, se verifica que , por lo tanto, resulta .

De la demostración se concluye que . Esto también se cumple si se adopta 
 en dónde . Entonces, las funciones  acotan superiormente a  

siendo la menor de ellas .
Por otra parte, si se propone , el primer factor de la ecuación (11) queda 

de la forma . Por lo tanto, para un  lo suficientemente pequeño, se tendrá 
 al menos en algunos nodos de la malla.

COROLARIO
Para los métodos R-K dados por (1), asumiendo  el error global dado por (8) está com-

puesto por los términos:  y , por lo tanto re-
sulta

 

De esta forma se concluye que toda función de la forma  es una cota superior del 
error global  y para  se tiene el supremo del error global.

EJEMPLO 1
Sea el siguiente problema de valor inicial

 

cuya solución exacta es . Al ser , la solución exacta en los puntos particulares 
 y  en función de h es  y , respectivamente.

La aplicación del método de Euler (R-K de primer orden) en los mismos puntos resulta:
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Por lo tanto, el error global en ambos casos es

 

Del corolario se tiene que el error global pertenece al conjunto de funciones . Entonces:

 

Para el problema en estudio, los valores máximos de las contantes  y  se obtienen para  
por lo tanto resulta

 

En la Figura 1 se grafican los valores de las funciones  y . Se 
observa que siempre toman valores negativos en el intervalo , lo cual indica que los errores 
globales en  y  están acotados por funciones de orden .

Figura 1. Gráfico de las funciones  y .
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3. Condición necesaria de convergencia

Los métodos basados en ecuaciones de diferencias son convergentes con respecto a la ecuación 
diferencial que aproximan, si se verifica que

  (12)

Esto es, el error global debe tender a cero cuando h tiende a cero, es decir: 

De (10) se concluye que además de , el error global  tendrá términos 

con factores . El factor elevado a la mayor potencia en (10)  

se puede expresar como . Entonces, para que se verifique la condición (12) para toda 

 se debe satisfacer

 

es decir:

 h K  1.  (13)

La ecuación (13) constituye una condición necesaria de convergencia para todo método R-K de 
orden p de la forma dada por la ecuación (1).

EJEMPLO 2
Considérese el siguiente problema de valor inicial

 

en donde . Satisfacer la condición necesaria de convergencia implica que esta se debe 
cumplir en todos los puntos  de la malla. De la condición de Lipschitz para el caso de Euler se 
tiene

 

Multiplicando por h y simplificando resulta

 

Es decir que, para el método de Euler, la condición necesaria de convergencia es
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Si se adopta un R-K de segundo orden se tendrá

 

es decir
  (14)

Teniendo presente que los métodos de segundo orden deben satisfacer las ecuaciones , 
 y  (Atkinson, 1978; Burden y Faires, 1985) y que la desigualdad dada por (14) 

tiene como solución  resulta que la condición necesaria de convergencia 
se satisface cuando

 

4. Control de la longitud de paso h

La condición de convergencia dada por (13) implica que en cada  se debe satisfacer la des-
igualdad . Por lo tanto, es posible plantear

 

y al multiplicar por h se tiene

 

Considerando la condición dada por (13) resulta

  (15)

en donde  se puede expresar de la siguiente forma

 

Es usual que en los algoritmos de los métodos R-K con control de paso se asuma  por lo 
que la expresión anterior resulta
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Al reemplazar esta última expresión en (15) se tiene

  (16)

Por otra parte, si se admite una cota para el error local, entonces de la ecuación (16) se tiene

  (17)

es decir, la longitud de paso h se debe adaptar para que las dos condiciones dadas por (17) se veri-
fiquen simultáneamente en todo .

5. Algoritmo para el control de h

A partir de los resultados obtenidos es posible implementar un algoritmo para modificar la lon-
gitud de paso h con el propósito de satisfacer la condición de convergencia (13) y mantener acotado 
el error local de discretización. 

Supóngase que se recurre a dos métodos de R-K, de orden  y . Asumiendo que los valores 
obtenidos con el método de orden  son lo suficientemente precisos como para considerarlos 
exactos, es decir

  (18)

Al plantear el error local de discretización del método de orden  se tiene

 

y al reemplazar  por la expresión (18) resulta

 e x h F x y F x yn p n n p n n; , ,       1  
(19)

A partir de las ecuaciones (17) y (18). se puede ajustar la longitud del paso, disminuyéndola o 
incrementándola según se requiera de acuerdo con los criterios dados por la condición de conver-
gencia y cota del error local de discretización. Una posibilidad es la siguiente:

A PARTIR DE :

SI  O , DISMINUIR h

SI  Y , INCREMENTAR h
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6. Resultados numéricos

Para ilustrar la aplicación del control del paso h se propone el siguiente problema de valor ini-
cial.

EJEMPLO 3
Considérese el siguiente problema de valor inicial

 

en donde , y cuya solución exacta es .
En forma análoga al procedimiento aplicado en el ejemplo 2, la condición necesaria de conver-

gencia dada por (13) resulta dependiente de n esto es

 

La implementación del algoritmo propuesto en el punto anterior para el control de paso utiliza 
los métodos R-K de cuarto orden clásico (Atkinson, 1978) y tercer orden con coeficientes:

 

Al adoptar  como cota para el error local de discretización se obtienen variaciones en el 
paso h, las que se muestran en las Figuras 2 y 3, considerando dos casos, el primero para  
y el segundo para .

Figura 2. Variación del paso h en función de x para .
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Figura 3. Variación del paso h en función de x para .

En las Tablas 1 y 2 se muestran, respectivamente, resultados numéricos de los dos casos. Los 
valores de  corresponden al R-K de cuarto orden clásico.

Tabla 1. Valores de la solución aproximada, condición necesaria de convergencia, error local de 
discretización y error global para .
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Tabla 2. Valores de la solución aproximada, condición necesaria de convergencia, error local de 
discretización y error global para .

Del análisis de los resultados obtenidos surge que para  todas las correcciones que 
disminuyen h se deben a la necesidad de mantener acotado el error local en . Los valo-
res de h resultantes son suficientes para verificar la condición de convergencia. En el caso de 

, las correcciones son efectuadas solamente para poder satisfacer la condición necesa-
ria de convergencia, ya que el error local siempre es menor que la cota . Para valores interme-
dios del coeficiente a , las correcciones se realizan para satisfacer las dos condiciones.



48    

Carlos Marcelo Albarracín, María Virginia Quintana

Cuadernos de Ingeniería, núm. 14, 2022: 35-50
e-ISSN: 2545-7012 

7. Conclusiones 

Se ha demostrado para los métodos Runge-Kutta explícitos de orden , que el supremo del 
error global es de orden . Si bien existen cotas superiores de orden menor a  la menor de 
todas ellas pertenece a . Es importante destacar que no debe confundirse el concepto de 
cota del error global con orden de convergencia del método, dado que éste debe analizarse a partir 
de la relación entre las soluciones con diferentes longitudes de paso h para el mismo punto  de la 
malla. El enfoque adoptado para la demostración del orden del error global ha permitido establecer 
de manera conceptualmente clara la condición necesaria de convergencia para todos los métodos 
Runge-Kutta, cuyo cumplimiento en ciertos problemas es imprescindible para obtener resultados 
confiables, tal como se muestra en el Ejemplo 3. Un algoritmo que contemple correcciones por 
los criterios de cota de error local de discretización y condición necesaria de convergencia permite 
mantener acotado el error global, así como también despreocuparse de proponer el valor de h ade-
cuado para satisfacer la condición de convergencia. 
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Caudales de diseño en cuencas de la provincia de Salta

Design flow discharges in basins of the province of Salta 

Cecilia Botelli1, Nicolás Guillén2, Matías Eder2

Resumen 
Para poder dimensionar infraestructura hídrica en una localización es 
necesario contar con caudales de diseño asociados a diferentes tiempos 
de retorno. En la provincia de Salta, debido a que en la mayoría de las 
cuencas no se cuenta con registros históricos suficientes de caudales 
como para realizar un análisis estadístico de ellos, si se desean estimar 
los caudales e hidrogramas de diseño asociados a diferentes recurren-
cias es necesario aplicar un modelo de transformación lluvia-caudal; 
asociando los caudales a las recurrencias de las precipitaciones y, por 
ende, asumiendo que las tormentas de proyecto y los picos de caudales 
que estas generan poseen la misma recurrencia.
Este trabajo presenta el cálculo de caudales e hidrogramas de diseño en 
diferentes cuencas de interés de la provincia de Salta. La información 
que se presenta no pretende ser un reemplazo de las técnicas clásicas de 
análisis y procesamiento hidrológico sino un valor de referencia a nivel 
regional. Para generar la información de base se emplearon modelos de 
transformación lluvia-caudal, a partir de precipitaciones asociadas a di-
ferentes probabilidades de ocurrencia (recurrencias). Se desarrollaron 
modelos hidrológicos en 17 cuencas de la provincia, generando así una 
importante base de datos (la cual será de suma utilidad en el futuro). 
Los resultados alcanzados resultan fundamentales para proyectar obras 
de infraestructura hídrica destinadas a mitigar el riesgo hídrico.

Palabras clave: hidrología de diseño, caudales de diseño, cuencas 
de Salta
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Abstract
In order to size water infrastructure in a location, it is 
necessary to have design flows associated with different 
return times. In the province of Salta, since most of the 
basins do not have sufficient historical flow records to 
perform a statistical analysis of them, if we wish to esti-
mate the design flows and hydrographs associated with 
different recurrences it is necessary to apply a rainfall-
flow transformation model; associating the flows to the 
rainfall recurrences and, therefore, assuming that the 
project storms and the flow peaks they generate have 
the same recurrence.
This work presents the calculation of flow rates and de-
sign hydrographs in different basins of interest in the 

province of Salta. The information presented is not in-
tended to replace the classical hydrological analysis and 
processing techniques, but to be a reference value at re-
gional level. Rainfall-flow transformation models were 
used to generate the basic information, based on rain-
fall associated with different probabilities of occurrence 
(recurrences). Hydrological models were developed in 
17 basins of the province, thus generating an important 
database (which will be extremely useful in the future). 
The results obtained are essential for the design of wa-
ter infrastructure works to mitigate water risk.

Keywords: design hydrology, design flow dischar-
ges, Salta watersheds.

1. Introducción

Desde el punto de vista humano, el agua tiene un impacto positivo si se la considera como 
un recurso natural que puede utilizarse con fines domésticos, industriales, agrícolas, mineros, o 
recreativos, entre otros. A la vez, también puede tener un impacto negativo si se habla de los fenó-
menos naturales que pueden convertirse en amenazas hídricas (por ejemplo, inundaciones) para 
seres vivos, suelos, infraestructura, etc. 

Para el aprovechamiento sustentable del recurso hídrico (problema de regulación de aportes 
continuos a largo plazo) y para mitigar los efectos de amenazas hídricas (problema de control 
de eventos extremos), se debe proceder a desarrollar medidas estructurales (infraestructura) y 
medidas no estructurales (medidas de gestión, disposiciones legales y reglamentarias, normas de 
operación, etc.). 

El diseño sustentable de estas medidas estructurales y no estructurales se define como el di-
seño consistente con los principios del desarrollo global sustentable, el cual prevé un desarrollo 
que satisface las necesidades presentes sin comprometer la capacidad de futuras generaciones de 
satisfacer sus propias necesidades (World Commission on Environment and Development, 1987). 
Un sobredimensionamiento de las medidas genera un impacto innecesario sobre el medioam-
biente y resulta antieconómico, en tanto que si se subestiman estas medidas pueden fallar con 
resultados catastróficos, con un impacto aun mayor para la sociedad y el medioambiente, tanto 
por la pérdida de vidas humanas como de bienes públicos y privados. En este marco, el diseño 
sustentable de las medidas estructurales y no estructurales requiere de un estudio integral que 
complemente los siguientes aspectos: (a) diseño hidrológico que consiste en la definición precisa 
de las variables hidrológicas de diseño (por ejemplo, caudal); (b) diseño hidráulico óptimo que 
contemple la compleja interacción de los flujos turbulentos con el lecho, márgenes, vegetación, 
infraestructura hídrica existente o nueva, etc. 
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La modelación hidrológica e hidráulica para la toma de decisiones se enmarca dentro del pro-
grama HOMS (por su sigla en inglés), esto es, el Sistema de Hidrología Operativa para Fines 
Múltiples, un programa creado por la Organización Meteorológica Mundial para la transferencia 
de tecnología en hidrología y los recursos hídricos (World Meteorological Organization, 1972). Esta 
tecnología se encuentra normalmente en la forma de descripciones de instrumentos hidrológicos, 
manuales técnicos o programas de computador, material que ha sido ofrecido para ser incorporado 
al HOMS por los servicios hidrológicos de los países miembros de la Organización Meteorológica 
Mundial (OMM) a partir de las técnicas que ellos mismos usan en sus operaciones de rutina. Este 
es un aspecto importante de la filosofía del HOMS, dado de que asegura que la tecnología transfe-
rida no solo está lista para ser utilizada, sino también que funciona de manera confiable. 

Este trabajo resume resultados obtenidos en la línea de trabajo relacionada con el diseño hidro-
lógico de infraestructura hídrica, para lo cual se realizó un estudio detallado de cuencas de interés 
en la provincia de Salta y se calcularon hidrogramas de diseño asociados a diferentes recurrencias 
en cuencas hídricas para, posteriormente, ser utilizados para proyectar infraestructura hídrica (es-
tructurales o no estructurales) que mitigue el riesgo hídrico.

Para el logro de tal fin se implementaron modelos computacionales de simulación hidrológica e 
hidráulica en cuencas, para calcular los hidrogramas de diseño en las diferentes cuencas hídricas.

Para poder implementar los modelos de transformación lluvia-caudal es fundamental contar 
con un adecuado estudio de lluvias de diseño. En este sentido, en los últimos años se ha avanzado 
en la Argentina en el desarrollo de una aplicación en línea que permite visualizar, de una manera 
directa e intuitiva, los mapas de valores de lluvias extremas requeridas para el diseño hidrológico 
de obras hidráulicas de pequeña y mediana envergadura en la porción continental del país (Catalini 
et. al, 2021). En esa aplicación se visualizan los valores estimados de precipitación máxima diaria 
(PMDT) para diferentes periodos de retorno, y el valor límite estimado de precipitación (VELP) 
—denominado habitualmente como precipitación máxima probable (PMP)—. 

En lo referido a caudales e hidrogramas de diseño, estos son los datos fundamentales e impres-
cindibles a la hora de dimensionar cualquier medida estructural o no estructural para mitigar el 
riesgo ante una amenaza hídrica. Si no se cuenta con caudales de diseño (y por ende, hidrogramas) 
estimados de manera adecuada, las futuras obras o medidas proyectadas seguramente estarán mal 
diseñadas, lo que ocasionará problemas futuros de gran magnitud.

2. Estimación de caudales de proyecto en cuencas de la provincia de Salta

Debido a que no se cuenta con registros históricos suficientes de caudales en las cuencas de 
estudio como para realizar un análisis estadístico de ellos, se realizó un estudio hidrológico apli-
cando un modelo de transformación lluvia-caudal y se asociaron los caudales a las recurrencias 
de las precipitaciones, asumiendo que las tormentas de proyecto y los picos de caudales que estas 
generan poseen la misma recurrencia.

Es fundamental recalcar que la principal hipótesis que se tiene en cuenta cuando se aplica 
esta metodología es que una lluvia asociada a una recurrencia “X” genera un evento de caudal 
de igual recurrencia “X”. Asumir esto es muy discutible, dado que el hidrograma generado en 
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una cuenca no solo depende de la lluvia precipitada sobre ella, sino que también dependerá de 
las condiciones de humedad en la cuenca, de la distribución espacial y temporal de la lluvia, 
así como de los efectos orográficos. A pesar de esta fuerte limitación e hipótesis, en cuencas 
pobremente aforadas como las que se presentan en este trabajo no existe una metodología más 
adecuada que la que aquí se propone. 

En este apartado se presentan los principales resultados alcanzados con relación al cálculo 
del caudal de proyecto asociado a recurrencias entre 2 y 100 años en cada una de las cuencas de 
estudio. El estudio hidrológico se realizó aplicando el método del hidrograma unitario (debido 
a que el área de la cuenca supera los 2 km2). Para el cálculo de la intensidad de precipitación se 
utilizaron las curvas intensidadduración-recurrencia, calculadas a partir del modelo DIT (Caa-
maño y Dasso, 2003). La definición de las cuencas y sus parámetros principales se realizó a par-
tir de información topográfica satelital del modelo digital de elevación provisto por el Instituto 
Geográfico Nacional (IGN).

2.1 Modelos hidrológicos de transformación lluvia-caudal

Actualmente, existen modelos hidrológicos e hidráulicos para manejo de cuencas que permiten 
la simulación, con un muy buen nivel de detalle, de los eventos hidrológicos que ocurren.

La modelación hidrológica es una herramienta fundamental en la gestión sostenible de cuen-
cas tanto urbanas como rurales (una cuenca es un territorio cuyas aguas afluyen todas a un mismo 
río, lago o mar). Por lo general, la modelación hidrológica involucra la identificación de subcuencas 
o unidades de respuesta hidrológica. Esto se hace con la ayuda de los sistemas de información geo-
gráfica. Típicamente, las fases del ciclo hidrológico (esto es, precipitación, infiltración, escorrentía 
y agua subterránea) se caracterizan para cada una de estas unidades y con ello se generan los datos 
de entrada de los modelos dinámicos de simulación. Estos se utilizan para simular la respuesta de 
los procesos hidrológicos a cambios en las condiciones ambientales, por ejemplo, el incremento de 
la precipitación y la escorrentía, junto con la disminución de la infiltración a causa del crecimiento 
urbano. Típicamente, los resultados se utilizan en la planeación y el manejo de las obras hidráuli-
cas, así como en el diseño de protocolos de protección civil.

A su vez, la modelación de los sistemas hidráulicos como herramienta de diseño, revisión y 
toma de decisiones es actualmente una técnica indispensable dentro de las prácticas modernas de 
la ingeniería civil. Para emplearla adecuadamente es necesario considerar conceptos que permitan 
optimizar recursos humanos, materiales y, como consecuencia, económicos.

Es sumamente común que no se cuente con registros adecuados de escurrimiento en el sitio 
de interés para determinar los parámetros necesarios para el diseño y la operación de obras hidráu-
licas. En general, los registros de precipitación son más abundantes que los de escurrimiento y, 
además, no se afectan por cambios en la cuenca —como construcción de obras de almacenamiento 
y derivación, talas, urbanización, etc.—. Por ello, es conveniente contar con métodos que permitan 
determinar el escurrimiento en una cuenca mediante sus características y la precipitación. Las 
características de la cuenca se conocen por medio de planos topográficos y de uso de suelo; la pre-
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cipitación, a través de mediciones directas en el caso de predicción de avenidas frecuentes, o bien 
usando el concepto de lluvia de diseño. 

Los principales parámetros que intervienen en el proceso de conversión de lluvia a escurri-
miento son los siguientes:

1. Área de la cuenca.
2. Altura total de precipitación.
3. Características generales o promedio de la cuenca (forma, pendiente, vegetación, etc.).
4. Distribución de la lluvia en el tiempo.
5. Distribución en el espacio de la lluvia y de las características de la cuenca.
Debido a que, por un lado, la cantidad y la calidad de la información disponible varían grande-

mente de un problema a otro y a que, por otro, no siempre se requiere la misma precisión en los 
resultados, se han desarrollado una gran cantidad de métodos para analizar la relación lluviaescu-
rrimiento. Algunos de los métodos son:

a) Métodos de envolventes: estos métodos toman en cuenta solo el área de la cuenca. Aunque 
no son métodos que analicen propiamente la relación entre la lluvia y el escurrimiento, son 
útiles para poder realizar estimaciones aproximadas de los gastos máximos probables, o 
bien cuando se carezca casi por completo de información.

b) Método racional: la fórmula racional es posiblemente el modelo más antiguo de la relación 
lluvia-escurrimiento. Su origen se remonta a los años 1851 o 1889, de acuerdo con diversos 
autores. Este modelo toma en cuenta, además del área de la cuenca, la altura o intensidad 
de la precipitación y es hoy en día muy utilizado, particularmente en el diseño de drenajes 
urbanos.

c) Hidrograma unitario: el método fue desarrollado originalmente por Sherman en 1932, y 
está basado en las siguientes hipótesis:
•	 Tiempo	base	constante.	Para	una	cuenca	dada,	la	duración	total	de	escurrimiento	direc-

to	o	tiempo	base	es	la	misma	para	todas	las	tormentas	con	la	misma	duración	de	lluvia	
efectiva,	 independientemente	del	volumen	 total	escurrido.	Todo	hidrograma	unitario	
está	ligado	a	una	duración	de	la	lluvia	en	exceso.

•	 Linealidad	o	proporcionalidad.	Las	ordenadas	de	 todos	 los	hidrogramas	de	 escurri-
miento	directo	con	el	mismo	tiempo	base	son	directamente	proporcionales	al	volumen	
total	de	escurrimiento	directo,	es	decir,	al	volumen	total	de	lluvia	efectiva.	Como	conse-
cuencia,	las	ordenadas	de	dichos	hidrogramas	son	proporcionales	entre	sí.

•	 Superposición	de	causas	y	efectos.	El	hidrograma	que	resulta	de	un	periodo	de	lluvia	
dado	puede	superponerse	a	hidrogramas	resultantes	de	periodos	lluviosos	precedentes.	

Esta es la metodología que se implementó en el presente estudio. La Figura 1 muestra un es-
quema de las fases de proceso de transformación lluvia-caudal.
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Figura 1. Esquema de la metodología de transformación lluvia-caudal empleando el método del hidro-
grama unitario.
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2.2 Metodología empleada

A continuación, se presenta en forma sintética la metodología propuesta a aplicar para el caso 
de diseño hidrológico mediante un modelo de transformación lluvia-caudal cuando se cuenta con 
series estacionarias de precipitación máxima diaria anual (Baraquet, 2018). 

I. Delimitación de cuenca: por medio de un modelo digital de terreno (DEM) obtenido 
de información satelital o topografía de detalle relevada in situ se procede a delimitar la 
cuenca y las subcuencas. 

 En función del tipo de dato con que se cuente será la exactitud de la delimitación de cuen-
ca resultante. Aunque la naturaleza digital y simbólica de los DEM permite una elevada 
precisión en la descripción de los procesos, no garantiza la exactitud de los resultados, 
principalmente en zonas de llanura. 

 Generalmente los DEM funcionan adecuadamente en cuencas de pendientes medias del 
orden de 1 %, no pasa lo mismo en cuencas de llanura. En este último caso, para la deli-
mitación de las cuencas es necesario conocer otra información (tal como rutas existentes, 
vados, imágenes satelitales) la cual ayudará a conocer las posibles divisorias de aguas o 
escurrimientos hídricos. 

II. Determinación de parámetros morfométricos de la cuenca: se definen áreas, pendientes de 
las cuencas, longitudes y pendientes de cauces principales, tipos de suelo y vegetación, etc. 

III. Determinación de parámetros hidrológicos del modelo: con base en la información reco-
pilada en el lugar de estudio se definen abstracciones iniciales, tiempos de concentración, 
tiempos de retardo, métodos de tránsito, y parámetros de pérdidas de cada subcuenca. 

IV. Calibración de parámetros hidrológicos: se calibran los parámetros del modelo en fun-
ción de la información sobre precipitaciones y caudales observados que se tenga disponi-
ble de la zona de estudio. 

V. Lluvia de diseño: se definen aquí las lluvias de diseño que serán incorporadas al modelo 
de transformación lluvia-caudal. Se analiza tanto la magnitud de la lámina como su distri-
bución temporal y espacial. 

VI. Simulación hidrológica: se modela la cuenca de interés con los parámetros antes defini-
dos para obtener los caudales de diseño. 

VII. Resultados de la simulación: se presentan los hidrogramas obtenidos para diferentes 
tiempos de retorno en la cuenca modelada. 

3. Aplicación a la cuenca del Río Vaqueros

Se realizaron múltiples modelaciones hidrológicas en diferentes cuencas de interés de la pro-
vincia. A modo de ejemplo se presenta detalladamente una de ellas, la del Río Vaqueros.
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3.1 Recopilación de información topográfica en la zona de estudio

Para la determinación de las curvas de nivel, la delimitación de las cuencas y subcuencas de 
la zona de estudio y de los cauces existentes en el presente trabajo se utilizó información satelital 
de modelos digitales de elevaciones (DEM, por sus siglas en inglés). Un DEM es una estructura 
numérica de datos topográficos que representa la distribución espacial de la altitud (cota) con 
respecto al nivel medio del mar, y que permite caracterizar las formas del relieve y los elementos u 
objetos presentes en una determinada topografía. En este trabajo en primer lugar se recopilaron 
diferentes fuentes disponibles de modelos de elevación, las cuales se presentan a continuación:
1. The Shuttle Radar Topography Mission (SRTM), presenta datos topográficos 3D del terreno 

en una escala global de 56° S a 60° N, para generar la base de datos topográficos digitales de 
alta resolución. Tiene una resolución planimétrica de 90 a 30 m según la zona de cobertura. 

2. Advanced Spaceborne Thermal Emission and Reflection Radiometer (ASTER), es un ins-
trumento de imagen a bordo de Terra, un satélite del Sistema de Observación de la Tie-
rra (EOS, por sus siglas en inglés) de la National Aeronautics and Space Administration 
(NASA). El DEM utilizado tiene una resolución de 30 a 15 m. 

3. Modelo MDEAr v2.0 del Instituto Geográfico Nacional (IGN): A partir de una combinación 
de datos capturados por las misiones satelitales SRTM y ALOS, el IGN llevó adelante el de-
sarrollo del modelo MDEAr v2.0, que cubre la totalidad del territorio continental nacional, y 
cuya referencia vertical coincide con el Sistema de Referencia Vertical Nacional (SRVN16). 

La misión SRTM fue un proyecto internacional llevado a adelante en el año 2000 por la NASA 
en cooperación con el Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR), la Agenzia Spaziale 
Italiana (ASI) y el National Geospatial Intelligence Agency (NGA), con el propósito de obtener 
un modelo digital de elevaciones global de alta resolución y calidad uniforme a partir de datos 
recolectados con la técnica de interferometría radar de apertura sintética (InSAR, por sus siglas 
en inglés).

La misión ALOS, llevada adelante por la Japan Aerospace Exploration Agency (JAXA), per-
mitió el desarrollo de un modelo digital de elevaciones a escala global a partir de la utilización de 
aproximadamente 3 millones de imágenes adquiridas mediante un instrumento pancromático de 
teledetección para mapeo estéreo (PRISM, por sus siglas en inglés) instalado en el satélite japonés 
de observación terrestre “DAICHI”.

El MDEAr v2.0 que distribuye el IGN tiene una resolución espacial de 30 m y una precisión 
vertical de aproximadamente 2 m.

Debido a su resolución espacial y a su precisión es que este modelo se utilizó en el presente 
trabajo para realizar la determinación de las curvas de nivel, la delimitación de las cuencas y la de-
finición de los cauces existentes. En la Figura 2 se presenta el modelo digital de la zona de estudio:
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Figura 2. DEM MDEAr v2.0 del Instituto Geográfico Nacional (IGN) de la zona de estudio.

A partir de la utilización del DEM del IGN, se determinaron las curvas de nivel con un intervalo 
de 100 m en la zona de estudio, las cuales se observan en la Figura 3:

Figura 3. Curvas de nivel en la zona de estudio utilizando el modelo digital de elevación  
DEM MDEAr v2.0 del IGN.
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3.2 Delimitación de cuencas y cauces existentes en la zona de estudio

A partir de la utilización del DEM MDE-Ar v2.0 de alta resolución del IGN, se delimitaron las 
cuencas y cauces existentes que aportan escurrimientos superficiales al punto de estudio donde 
actualmente existe el puente sobre la ruta nacional 9 (Figura 4).

Figura 4. Principales subcuencas y cauces principales superpuestos con una imagen satelital del terreno.

3.3 Características de la cuenca de estudio

La cuenca de estudio completa tiene una superficie de 134 Km2. Las subcuencas (áreas tri-
butarias) que conforman la cuenca se definieron a partir de la información topográfica satelital 
provista por el modelo digital de elevación del IGN y se complementó el análisis mediante la visua-
lización de la zona de estudio con imágenes satelitales de alta resolución. En la 

Figura 5 se presentan las subcuencas y sus respectivos cauces principales, con la nomenclatura 
adoptada.
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Figura 5. Principales subcuencas y cauces principales junto con la nomenclatura adoptada en cada una 
de las subcuencas de estudio.

Los parámetros principales de las subcuencas se indican en la Tabla 1. 

Tabla 1. Parámetros principales de cada una de las subcuencas

Cauce principal

Subcuenca Área [km2] L [m] ΔH [m] S [m/m]

V1 71.4 19438 1681 0.0865

V2 38.6 9690 1365 0.1409

V3 8.5 5050 756 0.1497

V4 15.2 7470 441 0.0590
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Donde:

Área: área de las subcuencas.
L: longitud del cauce principal de las subcuencas.
ΔH: desnivel máximo del cauce principal de las subcuencas.
S: pendiente del cauce principal de las subcuencas.

Para el cálculo de los tiempos de concentración (TC) de las subcuencas; Roussel et al. (2005) 
concluyen que generalmente es adecuada la ecuación de Kirpich y, en particular, la ecuación de 
Kerby-Kirpich para estimar el tiempo de la concentración de una cuenca. Esta ecuación produce 
estimaciones de tiempo de concentración consistentes con valores obtenidos en cuencas que fue-
ron calculados a partir de tormentas reales e hidrogramas de escorrentía. Al aplicar este método 
para el cálculo de TC, el tiempo total de concentración se obtiene sumando el tiempo de flujo 
superficial en lámina l  (Kerby) y el tiempo de flujo en canal  (Kirpich):

 0 cTC t t= +  (1)
Donde:

 ( )0,467 0,235
0 0 0 0t K L N S −= ⋅  (2)

 
0,77 0,385

c c c ct K L S −=  (3)

0K : coeficiente de conversión de unidades. Es igual a 1.44 para unidades del sistema interna-
cional (SI).

cK : coeficiente de conversión de unidades. Es igual a 0.0195 para unidades del sistema inter-
nacional (SI).

0L : longitud del flujo superficial (o flujo en láminas).

cL : longitud del flujo en canal.

0S : pendiente de la cuenca adimensional en la zona de flujo superficial (en el caso analizado, 
es igual a S).

cS : pendiente de la cuenca adimensional en la zona de flujo en canal (en el caso analizado, es 
igual a S).

N : coeficiente de retardo del flujo. Su valor se obtiene de tablas.

A su vez, en cuencas hidrográficas con baja pendiente topográfica (plana), el cálculo de TC 
usando ecuaciones comúnmente aceptadas con el valor de pendiente de la cuenca en el denomina-
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dor a menudo resulta en valores excesivamente grandes. Es decir, como la pendiente se aproxima 
a cero, el tiempo de concentración se aproxima al infinito. Además, debido a que la intensidad es 
función de la lámina de lluvia (h) dividida por la duración d (que es aproximadamente igual a TC), 
TC finalmente genera en la cuenca una muy pequeña intensidad y, por lo tanto, un caudal de salida 
de la cuenca de poca magnitud. En estos casos, Cleveland et al. (2012) recomienda un ajuste de 
0.0005 a la pendiente, tanto en los métodos de Kerby como de Kirpich, para permitir resultados 
más realistas en las cuencas de baja pendiente topográfica.

La pendiente ajustada de la cuenca quedaría:

 ( )0 0,0005S S adimensional= +  (4)

Siendo la pendiente ajustada la que debe introducirse en las fórmulas de Kerby y Kirpich pre-
viamente desarrolladas.

Finalmente, para el caso analizado los valores de TC estimados fueron:
 

Tabla 2. Tiempos de concentración de cada una de las subcuencas

Subcuenca TC [min]

V1 120

V2 58

V3 38

V4 70

Para los tránsitos se utiliza el método de Muskingum, que se vale de dos parámetros: K y X. 
K puede asimilarse igual al tiempo de recorrido de la onda cinemática de un extremo al otro del 

tramo estudiado, y X es una constante que vale entre 0 y 0.5. 
A mayor valor de X menor es la amortiguación del hidrograma a lo largo del tramo del cauce. En 

la Figura 6 se presenta la nomenclatura adoptada para cada uno de los tránsitos:

Figura 6. Principales subcuencas y cauces principales junto con la nomenclatura adoptada en cada uno 
de los tramos de tránsito de caudales en la cuenca de estudio.
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Para cada uno de los tramos transitados se usaron los parámetros de Tabla 3.

Tabla 3. Parámetros del modelo de tránsito de Muskingum de cada uno de los tramos

Tramos X K [hs]

T1 0.3 0.46

T2 0.3 0.24

Debido a la pendiente de los tramos se adoptó un coeficiente X igual a 0.3, mientras que el valor 
de K se estimó en función de la longitud de los tramos y la velocidad que puede tomar una onda de 
crecida en cada uno de ellos.

Para el cálculo de las pérdidas en las subcuencas se utiliza el método del SCSCN. Este método 
utiliza dos parámetros: CN e infiltración inicial (Ia); pero este último se obtiene a partir del valor 
de CN con la siguiente ecuación:

 
[ ]

0,5525400 254 .aI mm
CN

 = − 
 

 (5)

Para definir los valores de curva número (CN) de las subcuencas se necesitan datos de uso y 
tipo de suelo.

Para el tipo de suelo, se tiene en cuenta que según el método de pérdidas del SCSCN los tipos 
de suelo se dividen en cuatro categorías. A continuación se caracteriza cada una de ellas:

•	 Grupo A: arena profunda, suelos profundos depositados por el viento, limos agregados.
•	 Grupo B: suelos poco profundos depositados por el viento, marga arenosa.
•	 Grupo C: margas arcillosas, o bien arenosas poco profundas, suelos con bajo contenido orgáni-

co y con alto contenido de arcilla.
•	 Grupo D: suelos que se expanden significativamente cuando se mojan, arcillas altamente plás-

ticas y ciertos suelos salinos.

Del SIG de la base de datos “Suelos de la República Argentina - Escala 1500 000” del INTA, se 
extrajo la siguiente carta de suelos de la zona de estudio: 
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Figura 7. Tipos de suelo en el área de estudio.

Al analizar la última figura se observa que en la zona de estudio existen los siguientes tipos de 
suelo:
•	 IWen-2: está compuesto por suelos de pendiente escarpada, franco limo gravillo, bien drenado.
•	 EPli-25: está compuesto por suelos rocosos.
•	 AUve-1: está compuesto por suelos francoarcillosos.
•	 EPtc-15: está compuesto por suelos arenogravillosos con drenaje excesivo.

Estos suelos son de tipo B según la clasificación del SCS.
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Para el uso del suelo se realizó un análisis de imágenes satelitales del terreno. Si se observa una 
imagen satelital de la cuenca, se observan zonas bien diferenciadas (Figura ):
•	 En las zonas de la cuenca con mayores altitudes se observan suelos desnudos de afloramientos 

rocosos, los cuales coinciden con la zona de la cuenca alta. 
•	 En la zona baja de la cuenca aparecen áreas de depósitos de suelos arenosos y médanos, las cua-

les coinciden con las zonas de menor pendiente y depósito de sedimentos. En ellas se observan 
áreas con pastizales y cultivables.

Figura 8. Uso de suelo en el área de estudio.

Los valores estimados de CN a partir de los usos y tipos de suelo de cada una de las subcuencas 
se presentan a continuación:
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Tabla 4. Parámetros del modelo de pérdidas del SCSCN de cada una de las subcuencas

Subcuenca CN

V1 73

V2 72

V3 66

V4 67

Vale aclarar que todas las modelaciones se realizaron considerando como referencia la condi-
ción de humedad antecedente II (condición intermedia). 

3.4 Lluvia de diseño

3.4.1 Cálculo de la curva IDT

La probabilidad de ocurrencia de una lluvia depende de su persistencia o duración, por lo que 
hace falta establecer la relación entre tres variables: la intensidad (i), la duración (d), y el período 
de retorno (T, inversamente relacionado con la probabilidad de ocurrencia), las cuales requieren 
para su construcción de registros continuos (pluviografía), escasos en la Argentina (al igual que en 
muchos lugares del mundo), tanto por su cobertura espacial como por la extensión temporal de 
sus series. Estas curvas o relaciones están disponibles en menos de 29 localidades en Argentina, 
las cuales se muestran en la Figura 8:
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Figura 8. Localización de las estaciones pluviográficas en la Argentina y en países limítrofes.
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Esta información será transpuesta a localidades más cercanas a la zona de estudio (donde se 
encuentren disponibles registros pluviométricos históricos) regionalizando la información pluvio-
gráfica con técnicas apropiadas, asumiendo que esta estación pluviográfica y la estación pluviomé-
trica se encuentran en una zona meteorológicamente homogénea, de acuerdo con lo propuesto por 
Caamaño y Dasso, 2003. 

Dentro del marco del proyecto nacional “Estimación de láminas de lluvias máximas diarias y 
sus parámetros estadísticos en Argentina” (Guillén et al., 2018), se han analizado más de 1500 
estaciones pluviométricas en la Argentina, las cuales se presentan en la Figura 9: 

Figura 9. Localización de las estaciones pluviométricas en la Argentina superpuestas con el mapa de 
láminas de lluvia máximas diarias asociadas a 100 años de tiempo de retorno (Guillén et al., 2018).
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Para la transposición de la información se utilizará el algoritmo denominado DIT (Caamaño 
y Dasso, 2003) que parametriza el rol de la lluvia diaria en el vínculo i-d-T y permite transponerlo 
como una superficie tridimensional continua. El modelo DIT plantea al logaritmo de la intensidad 
como una función lineal del factor de frecuencia Øy y de un factor de persistencia δy, vinculados 
mediante dos parámetros locales, propios de la estación de medición, A y C, y uno zonal, B: 

 ,ln .d T y yi A Ø B Cδ= ⋅ − ⋅ +   (6)

Siendo:   

 ( )
3

82,584458 ln 2,252573yØ T= ⋅ −   (7)

 ( )
5

3lny dδ =   (8)

Los parámetros de este algoritmo, llamado DIT de aquí en adelante, son A, B, C y el exponente 
q=5/3 de la ecuación (8). La estimación de este último en las estaciones de ensayo del modelo 
arrojó valores próximos a 5/3, lo que será adoptado aquí como constante. Lógicamente, la bondad 
de ajuste decae por perder flexibilidad; pero como sigue siendo muy buena, la mejora en la parsi-
monia del modelo justifica suprimir un parámetro. 

Más allá de su carácter conceptual y su buen desempeño numérico, la gran ventaja del DIT 
es la forma explícita en que los parámetros locales C y A se transforman en C’ y A’, al transponer 
la función i-d-T de un pluviógrafo cercano a un pluviómetro (estación pluviométrica cercana a la 
cuenca analizada), dentro de una zona meteorológicamente homogénea, donde B y q son cons-
tantes. Basta con sustituir la media, µ, y el desvío estándar, σ , de los logaritmos de la serie plu-

viográfica diaria por los homólogos de la pluviométrica, .C C µ µ′ ′= − +  y ,A A σ σ′ ′= − + , según las ecuaciones (4) y (5): 

 ,A A σ σ′ ′= − +  (9)

 .C C µ µ′ ′= − +   (10)

Debido a la cercanía de la cuenca de estudio con la localidad de Salta capital, es que se procedió 
a utilizar la IDT estimada en esa localización en proyectos de investigación previos del grupo de 
trabajo (Guillén, 2016 y 2018). La estación pluviográfica más cercana a la zona de estudio se mues-
tra en la Figura 10, y es la que se encuentra en el aeropuerto de Salta capital.
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Figura 10. Localización de la estación pluviográfica de Salta capital respecto a la ubicación de la zona 
de estudio.

En resumen, se utilizó la información de la estación pluviográfica base de Salta capital, y se 
aplicó la relación IDT estimada en esa localidad en el caso de estudio.
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Figura 11. Curva IDT en la localidad de Salta capital para duraciones menores a 120 min (arriba) y 
mayores a 120 min (abajo).

3.4.2 Cálculo de la duración de la tormenta crítica sobre la cuenca

Para calcular la duración de la tormenta crítica de la cuenca analizada se modelaron, para una 
recurrencia de 25 años, lluvias de diferentes duraciones para encontrar cual es la duración que 
genera el caudal pico máximo (caso más desfavorable). Esto se hizo teniendo en cuenta aplicando 
el modelo del SCSCN con los valores previamente presentados. A continuación, se grafican los 
caudales pico obtenidos en la cuenca para cada una de las duraciones de lluvia modeladas:
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Figura 12. Caudales pico obtenidos para diferentes duraciones de lluvias modeladas sobre la cuenca.

En la Figura 12 se observa que a partir de una duración de tormenta de 360 min (6 h) la cuenca 
entra en régimen, es decir que los caudales pico alcanzan su valor máximo. Para duraciones mayo-
res se obtienen caudales menores, por lo que la tormenta de duración igual a 6 horas es la crítica 
sobre la cuenca de estudio. Es por ello que la duración de la lluvia de diseño a ser ingresada al 
modelo hidrológico para la determinación de los caudales de diseño es de 360 min (y esta generará 
la respuesta más desfavorable sobre la cuenca).

Partiendo de la curva IDT previamente calculada, se estimaron las lluvias de diseño asociadas 
a las recurrencias de 2, 5, 10, 25, 50 y 100 años. Las láminas de lluvia correspondientes a una dura-
ción de 360 min (duración crítica de la cuenca) y a los diferentes T son:

Tabla 5. Láminas de lluvia (en mm) caídas en 360 min para las diferentes recurrencias

T [años] 2 5 10 25 50 100

h [mm] 60 82 97 131 116 145

 
3.4.2 Atenuación espacial de la lámina de lluvia

Se tiene en cuenta debido a que el área de la cuenca es mayor a 25 km2. Se aplicó el método 
CODA (Catalini, 2002). Este establece que:

 .arealh CDA h= ⋅   (11)
Donde:

arealh : Lámina de lluvia media areal sobre la cuenca.
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h : Lámina de lluvia puntual cuya localización coincide con la ubicación de la IDT previa-
mente calculada.

CDA: Coeficiente de atenuación para calcular la precipitación media areal en una cuenca a 
partir de datos de precipitación puntuales. Depende de la duración de la tormenta (d) y del área 
de la cuenca (A) y, tal como se indica en Catalini (2002) se calcula como:

 25 ,k kCDA A−=   (12)

 0,47742,1438 .k d −= −   (13)

Las láminas de lluvia medias areales correspondientes a una duración de 360 min (duración 
crítica de la cuenca) y a los diferentes T son:

Tabla 5. Láminas de lluvia medias areales (en mm) caídas en 360 min para las diferentes recurrencias

T [años] 2 5 10 25 50 100

h [mm] 48 66 78 94 105 117

3.4.4 Distribución temporal de la lámina de lluvia

Se aplicaron los hietogramas tipo determinados en proyectos de investigación previos a partir 
del análisis de la información pluviográfica de Salta capital (Guillén, 2016).

La siguiente tabla muestra los hietogramas tipo para duraciones entre 15 y 1440 min sintetiza-
dos en el aeropuerto de Salta, con el método de la mediana de la distribución empírica (técnica de 
Huff) y por el método del ordenamiento de intervalos (técnica de Pilgrim), expresados en sextiles. 
Cada bloque de las 8 series dura 1/6 de la duración.

Tabla 6. Hietogramas tipo estimados en Salta capital

d [min] Δt [min] n tp [min] Coeficiente de Avance [%]Coeficiente de pico [%]n tp [min] Coeficiente de Avance [%]Coeficiente de pico [%]
15 5 1 2.5 17% 46% 1 2.5 17% 44%
30 5 3 12.5 42% 28% 1 2.5 8% 19%
60 10 3 25 42% 34% 3 25 42% 25%

120 20 2 30 25% 29% 2 30 25% 28%
240 40 2 60 25% 42% 2 60 25% 26%
480 80 5 360 75% 48% 4 280 58% 25%
720 120 5 540 75% 52% 5 540 75% 37%

1440 240 6 1320 92% 72% 6 1320 92% 45%

PILGRIM HUFF
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Teniendo en cuenta estos resultados y la duración crítica de la tormenta en la cuenca, en este 
trabajo se utilizó un coeficiente de avance (es decir, una relación entre la posición del pico de la 
tormenta y la duración total de la precipitación) de 0.33. 

3.5 Modelo de transformación lluvia-caudal

Se utilizó el HEC-HMS (Hydrologic Engineering Center’s Hydrologic Modeling System) que 
es un programa de simulación hidrológica tipo evento, lineal y semidistribuido, desarrollado para 
estimar las hidrógrafas de salida en una cuenca o varias subcuencas (caudales máximos y tiempos 
al pico) a partir de condiciones extremas de lluvias, aplicando para ello algunos de los métodos de 
cálculo de hietogramas de diseño, pérdidas por infiltración, flujo base y conversión en escorrentía 
directa que han alcanzado cierta popularidad en los Estados Unidos y, por extensión, en nuestro 
país.

HEC-HMS está diseñado para simular el proceso de precipitaciónescurrimiento en cuencas. 
Está diseñado para ser aplicado en un amplio rango de regiones geográficas para solucionar un 
rango general de problemas. Puede utilizarse en pequeñas cuencas urbanas, o en grandes cuencas 
sin intervención; los resultados se pueden aplicar para estudios de disponibilidad de agua, dre-
naje urbano, observación de flujo, impacto de intervenciones en cuencas, reducción del daño por 
inundaciones, operación de sistemas, etc. La versión es amigable para el usuario porque permite 
visualizar los resultados de las simulaciones en forma gráfica, tabulada y expeditiva.

El programa incluye una interfaz gráfica para el usuario (GUI) que le permite introducir la 
información necesaria para una simulación, manejar los componentes de análisis hidrológico por 
medio de módulos integrados, y obtener respuestas gráficas o tabuladas de fácil comprensión e im-
presión. El documento de ayuda incorporado en el programa aclara la utilización de sus opciones.

Los archivos de extensión DSS (Data Storage System) se utilizan para almacenar y trabajar con 
series de tiempo, funciones emparejadas y datos de grilla en una forma muy transparente para el 
usuario.

Para definir la estructura de las cuencas, el programa considera los siguientes elementos:

1. Subcuencas (subbasins)
2. Tramos de tránsito (routing reach)
3. Uniones (junctions)
4. Embalses (reservoirs)
5. Fuentes (sources)
6. Sumideros (sinks)
7. Derivaciones (diversions)

Con estos siete componentes, el usuario puede elaborar una cuenca tan compleja como re-
quiera el problema que está tratando y como permita la información de campo disponible. Si se 
cuenta con información digital de campo, el HMS incluye la opción de trabajar la cuenca con sub-
divisiones en grillas o celdas, cada una de las cuales almacena información pertinente respecto a la 
precipitación, área, pendientes y condición de humedad del suelo.
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Los elementos anteriores se disponen en forma de redes dendríticas con un orden o secuencia 
lógica para realizar los cálculos desde las subcuencas, que conforman las cabeceras aguas arriba, 
hasta el punto de salida de todo el caudal, aguas abajo. El usuario debe prestar atención a este crite-
rio, ya que los cálculos siguen rigurosamente esta secuencia (por ejemplo, si tienen en cuenta una 
derivación no pueden entregar las aguas derivadas en un punto aguas arriba, aunque técnicamente 
esto sea factible). Por tal motivo, el primer paso en la preparación de la información consiste en 
definir correctamente la estructura de la cuenca que se pretende simular.

El programa trabaja con tres módulos básicos que definen en su conjunto el proyecto de simu-
lación de la cuenca:

1. Módulo de precipitación: permite seleccionar uno de seis patrones de precipitación 
(tipos de hietogramas) del evento de tormenta que más se ajuste a las posibles condiciones de la 
cuenca, incluyendo la introducción manual de los datos de la lluvia de diseño.

2. Módulo de la cuenca: permite la representación del sistema físico con los elementos 
antes citados, y la inclusión de las características morfométricas y de condición del suelo para cada 
uno de ellos. 

3. Módulo de control: incluye las fechas de inicio y culminación de los datos de lluvia y 
caudal para la simulación (u optimización), y los intervalos de tiempo para realizar los cálculos.

Estos tres módulos deben definirse completamente antes de iniciar la corrida de la simulación.
Se utiliza el hidrograma unitario adimensional del SCS modificado, el cual se define por la 

siguiente relación:

 .p pq PRF A Q t= × ×   (14)

Donde: 
pq : Caudal pico del hidrograma unitario en ft3/s.

A : Área de la cuenca en mi2.
Q : Volumen escurrido en pulgadas.

pt : Tiempo al pico del hidrograma unitario en horas.

El porcentaje del volumen que escurre antes de alcanzar el caudal pico (PRF, por sus siglas en 
inglés) no es uniforme en todas las cuencas debido a que depende de la longitud del cauce princi-
pal, la cobertura del suelo y otras propiedades de la cuenca. Haciendo variar este factor, se pueden 
obtener diferentes hidrogramas unitarios adimensionales del SCS. Se ha encontrado que las cuen-
cas de llanura poseen factores PRF más bajos (del orden de 100 a 300), mientras que cuencas con 
mayores pendientes poseen PRF más altos (del orden de 400 a más de 600). 

Para poder definir el factor PRF de los hidrogramas unitarios adimensionales, Sheridan et al. 
(2002) desarrolló una relación entre dicho factor y dos características de las cuencas: el área de 
drenaje (A, en km2) y la pendiente del cauce principal (S, en %):

 0,882 0,264490,196 .PRF S A= × ×  (15)
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El hidrograma unitario estándar adimensional del SCS utiliza por defecto un PRF=484; en 
este trabajo se analizó cada una de las subcuencas y se definió el valor del PRF para cada una de 
ellas.

Para poder aplicar este hidrograma unitario, es necesario además calcular el tiempo de retardo 
( lagt ) de la cuenca. Este parámetro se calcula como el 60 % del tiempo de concentración de la 
cuenca, es decir:

 0,6 .lagt T=   (16)

3.6 Caudales de proyecto

En la Figura 13 se presenta el esquema de modelación adoptado en HEC-HMS para la cuenca:

Figura 13. Esquema de modelación en HEC-HMS.

A continuación, se presentan los caudales pico de cada uno de los hidrogramas obtenidos de la 
modelación en dicha localización.
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Tabla 7. Caudales pico asociados a las diferentes recurrencias

T [años] Q máximo [m3/s]

2 100

5 207

10 293

25 414

50 511

100 612

Además, se conocen los hidrogramas y los caudales de diseño asociados a las diferentes recu-
rrencias en cada una de las subcuencas y puntos de interés dentro del área de estudio. 

3.7 Validación de los resultados obtenidos

Para poder complementar el estudio hidrológico aquí presentado, se validaron los caudales de 
diseño estimados con los obtenidos en un estudio anterior para la misma localización. 

En el Río Vaqueros se contaba con un estudio realizado en el año 2010 por el ingeniero Néstor 
Ilvento, denominado Proyecto Parque Urbano Bicentenario. En él se arribaba a los siguientes cau-
dales de diseño:

•	 Q=308 m3/s para una recurrencia de 25 años
•	 Q=477 m3/s para una recurrencia de 50 años

Con el modelo hidrológico aquí desarrollado se obtuvieron los caudales de diseño 414 y 511 m3/s 
para recurrencias de 25 y 50 años respectivamente, valores del mismo orden de magnitud que los 
obtenidos en el antecedente. 

Con ello se validan los caudales de diseño y se refuerzan los resultados alcanzados en este 
trabajo.

4. Resultados 

Siguiendo la misma metodología que la previamente explicada, se realizaron estudios hidroló-
gicos de manera análoga en otros sitios de interés (Figuras 15, 16, 17 y 18). 
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Figura 14. Cuencas cercanas a la ciudad de Salta.
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Figura 15. Cuencas cercanas a la ciudad de Metán.



81    

Caudales de diseño en cuencas de la provincia de Salta

Cuadernos de Ingeniería, núm. 14, 2022: 51-90
e-ISSN: 2545-7012 

Figura 16. Cuencas cercanas al embalse Cabra Corral.
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Figura 17. Cuencas cercanas a la ciudad de Orán.

Las principales características de las cuencas analizadas se resumen en la Tabla 8.
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Tabla 8. Principales características de las cuencas analizadas

Cuenca
A 

[km2]
L 

[m]
ΔH 
[m]

S 
[m/m]

CN 
medio

TC 
[min]

d 
[min]

Arenales arriba 326 47 534 2336 5 % 71 269 360

Arenales abajo 643 61 786 2420 4 % 71 352 360

Río Ancho 90 25 102 1106 4 % 71 173 360

La Caldera 169 22 052 761 3 % 69 200 360

Wierna 632 55 979 3693 7 % 70 273 720

Lesser 71 18 787 1949 10 % 69 102 180

Vaqueros 134 27 514 1821 7 % 72 165 360

San Lorenzo 22 8354 815 10 % 70 67 120

Metán 74 27 623 1866 7 % 72 154 360

Conchas 132 26 610 1877 7 % 68 150 360

Chuñapampa 143 35 241 1770 5 % 69 214 360

Ampascachi 155 31 072 1649 5 % 69 192 360

La Viña 329 41 350 1985 5 % 69 243 360

Río Blanco 1709 109 368 4800 4 % 66 507 720
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Donde: 

A: área de la cuenca
L: longitud del cauce principal
ΔH: diferencia de altura del cauce principal
S: pendiente del cauce principal
CN medio: CN promedio de la cuenca analizada
TC: tiempo de concentración de la cuenca
d: duración crítica de la tormenta de diseño ingresada al modelo

Las láminas de precipitaciones medias areales simuladas se muestran en la Tabla 9.

Tabla 9. Láminas de lluvia medias areales para cada una de las recurrencias

Cuenca
h [mm] para diferentes T [años]

2 5 10 25 50 100
Arenales arriba 43 59 70 80 84 94
Arenales abajo 39 54 64 77 86 95
Río Ancho 51 70 82 99 111 123
La Caldera 47 64 76 91 102 113
Wierna 49 68 80 96 108 119
Lesser 43 59 69 83 93 103
Vaqueros 48 66 78 94 105 117
San Lorenzo 48 65 77 93 104 115
Metán 64 79 89 101 110 118
Conchas 59 74 83 94 102 109
Chuñapampa 36 49 58 70 78 87
Ampascachi 36 49 58 70 78 87
La Viña 36 49 58 70 78 87
Río Blanco 45 62 73 87 98 109
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La Tabla 10 resume los caudales pico asociados a cada uno de los tiempos de retorno estimados.

Tabla 10. Caudales pico asociados a las diferentes recurrencias

Cuenca
Q pico [m3/s] para diferentes T [años]

2 5 10 25 50 100
Arenales arriba 161 348 503 723 901 1089
Arenales abajo 231 495 712 1022 1274 1541
Río Ancho 40 75 110 164 210 260
La Caldera 98 215 309 445 555 670
Wierna 290 609 865 1226 1516 1820
Lesser 57 124 179 258 322 389
Vaqueros 100 207 293 414 511 612
San Lorenzo 31 66 93 133 165 200
Metán 119 188 235 297 343 388
Conchas 151 248 317 406 452 543
Chuñapampa 33 81 124 187 240 297
Ampascachi 38 95 145 220 282 350
La Viña 74 185 282 426 546 676
Río Blanco 352 808 1192 1749 2207 2695

Para analizar detalladamente los resultados obtenidos, lo primero que se realiza es la estima-
ción de un parámetro hidrológico muy útil en la hidrología, el cual es el coeficiente de escurri-
miento (es decir, la relación entre la lámina escurrida y la lámina precipitada o, lo que es lo mismo, 
la relación entre el volumen escurrido y el precipitado sobre la cuenca). La Figura 20 muestra los 
resultados alcanzados, en donde se observa muy claramente cómo dichos valores (tal como era de 
esperarse) aumentan a medida que crece el periodo de retorno. Por otro lado, en cuencas homo-
géneas se obtienen valores del mismo orden de magnitud, y este parámetro a futuro puede ser de 
suma utilidad para una estimación rápida y preliminar de escurrimientos que pudieran generarse 
en una cuenca cercana a las estudiadas. 
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Figura 18. Coeficientes de escurrimiento de cada una de las cuencas, asociados a cada una de las recurrencias.

En la última figura se observa que las cuencas cercanas a la localidad de Cafayate presentan los 
valores más bajos, y esto se debe al suelo arenoso y a las menores precipitaciones que se registran 
en esa zona (véase Figura 9). A su vez, las cuencas del Valle de Lerma (y cercanas a Salta capital) 
presentan los valores intermedios de coeficientes de escurrimientos; por su parte, en las cuencas 
de la zona de Metán se estimaron los mayores valores (y esto se debe principalmente al mayor ré-
gimen de precipitación en la zona, donde el uso de suelo es en su mayoría para cultivos).

Asimismo, otro parámetro muy útil para analizar es la relación entre el caudal de diseño aso-
ciado a un tiempo de retorno dado y la raíz del área de la cuenca. Según las investigaciones reali-
zadas por Asquith y Thompson (2008), en cuencas pobremente aforadas, los caudales de proyecto 
pueden ser estimados por transposición si se cuenta una cuenca homogénea cercana con caudales 
de diseño calculados. Este método dice que la relación entre los caudales y la raíz del área de la 
cuenca es constante en cuencas homogéneas. En este sentido, a continuación se comparan los 
caudales asociados a 2 y a 100 años de tiempo de retorno con la raíz del área de las cuencas de 
estudio (Figura 19). 
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Figura 19. Relación entre los caudales asociados a 2 y 100 años de recurrencia y la raíz del área de las 
cuencas de estudio.

Al analizar los datos de la última figura, se observa que presentan un muy buen ajuste. A futu-
ro, esta base de datos puede ser de sumo interés para contrastar y validar caudales de proyecto en 
cuencas aledañas y homogéneas.

5. Conclusiones 

En este trabajo se estimaron los caudales de diseño asociados a diferentes recurrencias en di-
ferentes cuencas y sitios de interés de la provincia de Salta, lo cual resulta fundamental para lograr 
un mejor diseño de infraestructura hídrica en toda la zona de estudio.

La estimación de caudales de proyecto para cuencas de interés de la provincia de Salta consti-
tuye una innovación sin precedentes para este territorio, y puede ser utilizada para diseño hidroló-
gico y evaluación de severidad de eventos extremos de precipitación. 

La disponibilidad de datos de caudales extremos de calidad y actualizados es fundamental para 
el manejo hidrológico, especialmente en áreas donde se asientan poblaciones de alta vulnerabili-
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dad; ya que permite desarrollar las acciones necesarias para mitigar el impacto de las amenazas 
hidrológicas por medio de una estimación confiable. 

La metodología de diseño hidrológico aplicada está homogeneizada en toda la Argentina, de 
modo que tanto la determinación de la lluvia de diseño como la modelación hidrológica para la 
determinación de los hidrogramas de diseño se realizan siguiendo un método validado y estanda-
rizado por especialistas de nuestro país.

Se recomienda seguir trabajando en estudios futuros con el fin de incorporar nueva infor-
mación de provincias vecinas que permita una mejor caracterización bajo las condiciones de los 
límites. Los caudales de proyecto estimados deben validarse y actualizarse periódicamente (se 
recomienda con un período de cinco años o cada vez que ocurra una crecida significativa en las 
cuencas de estudio). 

Con el trabajo realizado, se deja una completa base de datos de caudales de diseño para di-
versos organismos de la provincia, lo cual puede resultar en información de sumo interés para 
revisores de los proyectos hídricos que se realicen. Esta base de datos es muy importante, ya que 
permitirá no solo verificar las obras existentes, sino también contar con información precisa para 
contrastar o dimensionar cualquier medida estructural o no estructural para mitigar el riesgo ante 
una amenaza hídrica. Si no se cuenta con caudales de diseño (y por ende, hidrogramas) adecua-
damente estimados, las futuras obras o medidas proyectadas seguramente estarán mal diseñadas, 
ocasionando problemas futuros de gran magnitud.

Por último, la información que se ha presentado no pretende ser un reemplazo de las técnicas 
clásicas de análisis y del procesamiento hidrológico, sino un valor de referencia a nivel regional.
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The quartile functions for the Generalized  Gutenberg-Richter distribution

Las funciones del cuartil para la Distribución de la Función de  
Gutenberg-Richter generalizada

Mika Haarala1, Petrus Vermeulen2

Abstract 
This study provides quartile and quartile density functions for the Ge-
neralized Gutenberg-Richter function. The quartile function provides 
a way to write a random number generator for the Gutenberg-Richter 
distributed data. Moreover, we also show the general limitations of the 
Gutenberg-Richter parameters ,  and  in this contribution. 

Keywords: Gutenberg-Richter distribution, quartile function, quar-
tile density function.

Resumen
En este trabajo se proponen funciones de cuartiles y funciones de densidad 
de cuartiles para la función de Gutenberg-Richter generalizada. La función 
cuartil permite escribir un generador de números aleatorios para los datos 
distribuidos de Gutenberg-Richter. Además, en esta contribución, demos-
tramos las limitaciones generales de los parámetros ,  y  en 
este trabajo.

Palabras clave: Distribución de Gutenberg-Richter, función cuartil, 
función de densidad de cuartil

1  Consultant, Salta, Argentina
2  Consultant, Pretoria, South Africa

Ingeniería Sísmica/ artículo científico

Citar: Haarala, M., and Vermeulen, 

P. (2022). The quartile functions for 

the Generalized Gutenberg-Richter 

distribution. Cuadernos de Ingenie-
ría (14). 

Recibido: noviembre/2021
Aceptado: setiembre/2022



92    

Mika Haarala, Petrus Vermeulen

Cuadernos de Ingeniería, núm. 14, 2022: 91-101
e-ISSN: 2545-7012 

1. Introduction

The probability density function (PDF) of the General Gutenberg-Richter (GGR) distribution 
function, also known as a double truncated exponential distribution, is given by

  (1)

with cumulative distribution function (CDF)

 ( )

( )
( )

min

min
min max

max min

min
min max

max min

max

0, for , 
1 exp

, for 0,
1 exp

for 0,

1, for ,

M

m m
m m

m m m
m m

F m
m m m m m

m m
m m

β
β

β

β

<


− − −    ≤ < ∧ ≠ − − −   = 
− ≤ < ∧ = −

 ≥

 (2)

where  and  (Haarala, 2021). The distribution of the maximum of 
the GGR is

  (3)

where .

An important difference between the classical definition and the GGR is for the particular case 
. The classical definition assumes that , but because the estimators can be calculated at 

any  it is necessarily to consider the distribution at the case  (Haarala, 2021). It should 
be noted that the classical form of the distribution (1) holds also for , but it has a discontinui-
ty at . That is why the classical definition needs the Uniform distribution at .
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2. Quartile and quartile density functions

The case when  is non-zero

Because the CDF shown in equation (2) is invertible, the quartile function can be obtained for 
the case in which  as shown in the following expression

 

where . A quartile density function ( ) can yield the following expression

 

Earlier work (Haarala, 2021) has shown that if , it is possible to find the 
following equation

  (4)

where  is a General Harmonic number (Abramowitz and Stegun, 1972; Haarala and Orosco, 
2016). If  and , then

 

If the expected value is bounded, as they are in practical cases, the minimum  is bounded as 
well. 

If the  is unbounded, the limit of series (4) is still  when . For this 
case, the difference  can be bounded or unbounded. Because the General Harmonic 
number is bounded  when  (of course,  as ), the expected 
value is then equal to

 

for all . Again, because the expected value is assumed to be bounded, the minimum must 
be bounded. Thus, the limits can be written as , when . Moreover, if 

, then . 
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It can be shown that for the negative values of , that

  (5)

when  (Haarala, 2021). Now, if  and , then

  (6)

It follows that the expected value  is bounded if and only if  is also bounded. More-
over, because  is bounded for all , then 

 

when . In this case, the maximum  is bounded because the estimators of expected 
values are assumed to be bounded. Thus, the limits are , when . And if 

, then .

The case where  is zero

When , then the quartile function of equation (2) is

 

where . The quartile density function yields the following expression

 

Previous results have shown that for the case of a Uniform distribution (Haarala, 2021), the 
bounds are 

  (7)
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According to relation (6), if the estimators for the expected values are bounded, then  and 
 are also bounded. This indicates that the maximum  and minimum  are bound-

ed. Anyway, if the maximum or the minimum is unbounded, also one of the expected values and its 
estimator must be unbounded. In the case of , the limits can be set as . 
Moreover, if , then

 

Let’s assume that all generalized estimators are bounded for , where  is a 
size of catalog. Let’s suppose that using these estimators there are only positive estimates for 
the . We cannot draw any conclusion about the boundedness (or unboundedness) of the upper 
limit  from the fact that  is strictly positive for all . However, it does indicate that the 
lower limit  is bounded.

In a similar way a strictly negative  does not necessarily indicate the boundedness of the 
lower limit , but is does indicate a bounded upper limit .

The quartile functions

Considering the results in the previous sections, the quartile function can be defined as

  (8)

which has a quartile density function

 

It is not difficult to find the quartile function also for the maximum distribution shown in 
equation (4). One can replace  with  in the quartile function. For the quartile density 
function this means that  is replaced by  and  for cases when  
and , respectively.

In the in the appendix is given an example code to obtain GGR distributed random numbers.



96    

Mika Haarala, Petrus Vermeulen

Cuadernos de Ingeniería, núm. 14, 2022: 91-101
e-ISSN: 2545-7012 

3. Delta distribution

When  the distribution tends to a Dirac Delta distribution. Taking as definition 
of the Delta distribution the following two equalities:

 

and

 

The cumulative distribution of the Dirac Delta distribution is the Heaviside step function (or 
unit step function), which is defined as

 

For our purposes, we need to shift the Delta distribution to the value , which is 
done as , and the corresponding Heaviside step function is . 

The interpretation of having a Delta distribution is that “random” samples taken from the dis-
tribution have their outcomes totally certain - that is, they are deterministic and not random at all.

For the case of the CDF of the GGR, the following inequalities hold

 

When , the limit of the CDF (2) yields 

 

Because, 

 

for each , so
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At the same time, it holds for the PDF (1) 

 

as . Hence,

 

The expected value for the maximum for the case is

 

for all . If , then it must be . 

4. Examples

Let  be magnitudes in random order. Then the ordered sequence is 
. The index in parentheses indicates that the events are ordered. For exam-

ple, the minimum value is  and the maximum value from all events is 
.

Figure 1 presents the ordered sets of randomly generated magnitudes with different -values 
(note: ). We can see how the curves of positive  values are similar to the negative 
ones if they are rotated 180 degrees around the center point.
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Figura 1. Cumulative plot of random samples of 1000 events from the GGR for different  b-values

Figure 2 plots out the idea, how the ordered random events behave when they have same posi-
tive b  values with a fixed minimum minm , but the maximum maxm  varies. Figure 3 shows the same 
idea, but for the fixed negative b , for fixed maximum maxm  and using different minimum minm  
values.

Figura 2. Cumulative plot with varying values of maxm  and b-value fixed at b=1, and minm = 5.

Figura 3. Cumulative plot with varying values of minm  and b-value fixed at b=-1, and maxm = 8. 



99    

The quartile functions for the Generalized  Gutenberg-Richter distribution

Cuadernos de Ingeniería, núm. 14, 2022: 91-101
e-ISSN: 2545-7012 

5. Conclusions

This contribution gives the solution for the quartile functions and generate the Guten-
berg-Richter distributed data. It shows also, as the estimators of real earthquake data gives at 
least two unequal estimates and the data is related with positive β , it holds 0 β< < ∞  and 

min maxm m−∞ < < ≤ ∞ . A corner magnitude cm  is not necessarily a minimum. We can say only 
min maxcm m m−∞ < ≤ < ≤ ∞ . Moreover, it was shown that the general estimator for the β  can 

change the sign only if the upper and lower limits maxm  and minm  are bounded.
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Appendix

We give an example code for MATLAB to generate the GGR distributed random numbers 
using the quartile function (8). Because of numerical stability, the uniform distribution is used 
when 8| | 10β −<  instead of 0β = . This limit is given empirically.

function C = GRdistribution(beta,mmax,mmin,m,n)
%
% Input:
%   beta  = beta-value, scalar.
%   mmax  = maximum value, scalar.
%   mmin  = minimum value, scalar.
%   m,n   = size of output.
%
 
%  Authors: Mika Haarala Orosco, Petrus Vermeulen
 
 
% Check the arguments
if ~isscalar(beta) || ~isscalar(mmax) || ~isscalar(mmin) ||...
   ~isscalar(m)    || ~isscalar(n)
    error(‘All input arguments must be scalars.’)
end
 
 
% Generate the random data.
p = rand(m,n);
if abs(beta) < 10^-8
    if isinf(mmax) || isinf(mmin)
        error(‘Limits mmax and mmin must be bounded for b=0.’)
    end    
    C = mmin + (mmax-mmin)*p;
else
    if beta > 0 && isinf(mmin)
        error(‘Lower limit mmin must be bounded for b>0.’)
    elseif beta < 0 && isinf(mmax)
        error(‘Upper limit mmax must be bounded for b<0.’)
    end
    C = mmin - log( 1 - (1-exp(-beta*(mmax-mmin)))*p ) / beta;
end
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