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Superficies de interaccibn y dimensionamiento de
elementos de hormigdébn armado sometidos a flexidon
oblicua con solicitacion axial
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Resumen

Se presenta en este trabajo una solucién al problema de la flexion
oblicua combinada con solicitacion axial en secciones de hormigon
armado de forma rectangular, hueca, seccién L, para disposiciones
alternativas de armadura. Estos casos de dimensionado han sido
considerados con frecuencia a través de aproximaciones.

Se propone un procedimiento para la confeccion de Superficies de
Interaccion, posibilitando la obtencion de diagramas para usar
indistintamente en el dimensionado o en la verificacidn de secciones y
armaduras.

Asimismo, conocidos los esfuerzos que actuan en la seccion, es
factible determinar las armaduras y las deformaciones asociadas a una
configuracion de rotura (DIN 1045) o a las resistencias de disefo
(CIRSOC 201). El procedimiento utilizado permite la resolucion del
problema en forma iterativa, a través de verificaciones sucesivas.

El método es exacto, estando basado en la integracion de las
tensiones internas resultantes en la seccidon en funcion de la
configuracion posible.

Palabras Claves: Carga Axial - Flexion oblicua — Abacos de Interaccion
— Superficies de Interaccion - Hormigon Armado — Dimensionado.

% Este trabajo es un resumen del presentado en las XVIIl Jornadas Argentinas de Ingenieria
Estructural (Buenos Aires, 2004). Maria |. FIGUEROA es Ing. en Construcciones, Ing. Civil,
Magister en Ingenieria Estructural. Roberto O. CUDMANI es Ing. en Construcciones, Ing. Civil,
D.I.C. (Diplom of the Imperial College of London), Becario de la Fundacién Alexander von
Humboldt en las Universidades de Munich y Karlsruhe (Alemania), Profesor Emérito de la
Universidad Catolica de Salta, Profesor Titular de la Universidad Nacional de Tucuman.
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Resistencia caracteristica del hormigon.

Deformacion del hormigén, en la fibra extrema superior.

Deformacion del hormigon, en la fibra extrema inferior.

Deformacion conocida inferior, en el extremo inferior analizado segun eje Y'.
Deformacion que sufre la barra de acero.

Coeficiente de seguridad.

Cuantia mecénica.

Tension en el hormigon.

Tension en el hormigon, en funcién de la distanca al Eje Neutro.
Tension en la barra de acero a

Tensioén en la barra de acero a

Areas exterior e interior comprimidas de la seccién en estudio.

Seccién de la barra de acero a.

Ancho de la Seccion.
Esfuerzo normal en la seccion.

Esfuerzo normal en el hormigon.

Esfuerzo normal en la barra de acero a.
Altura de la seccion.

Excentricidad con la que actia N
Excentricidad en direcciéon x-x.

Excentricidad en direccion y-y.

Mddulo de Elasticidad del acero.
Eje Neutro.
Resistencia especificada a la compresion del hormigén.

Tension de fluencia especificada de la armadura.

Seccion de la barra de acero a.

Posicion del E. N. medida desde el borde superior.

Coordenada proyectada del borde superior de la seccién sobre eje Y'.

Coordenada proyectada del borde inferior de la seccién sobre eje Y'.

Esfuerzo axial reducido.
Cantidad de barras a colocar
Fuerza normal solicitante.

Esfuerzo normal en la barra a.

Resultante de compresion de la seccion.
Momento solicitante.
Momento resistente que se genera en la seccion.

Momento que genera cada una de las barras de acero.

Momento generado por el hormigdn con respecto al centro de gravedad.
Esfuerzo reducido en la direccion x-x.

Momento solicitante segun direcciéon x-x.
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Esfuerzo reducido en la direccion y-y.
Momento solicitante segun direccion y-y.

Cantidad de barras que componen la cuantia mecanica que se analiza .

Porcentaje de la seccién interviniente en el calculo de la cuantia mecénica # .
Vértices de la seccion.

Coordenadas del punto A, segun ejes coordenados X-Y.
Coordenadas del punto A, segun ejes coordenados X'-Y'.

Ecuacion de la recta limite inferior de la seccion exterior, en funcion de Yn,
Ecuacion de la recta limite superior de la seccidn exterior, en funcion de Yo,
Limite inferior, segin eje '", de la zona de compresion a integrar.

Limite superior , segun eje ", de la zona de compresion a integrar.

El andlisis se lleva a cabo considerando una configuracién de
rotura, segun la norma DIN 1045 y siguiendo los lineamientos dados por
el reglamento CIRSOC 201.

Segun lo establecido en la norma DIN 1045, se consideran las
siguientes hipétesis:

= Las secciones de hormigon se mantienen planas después de

la deformacién. Esto implica que las deformaciones en las
distintas fibras de la seccion resultan proporcionales a la
distancia al eje neutro.

Adherencia perfecta entre hormigon y acero. Las barras de
acero estan sujetas a deformaciones iguales a las que
sufren las fibras del hormigon adyacente.

Se desprecia la resistencia a la traccion del hormigon,
debiéndose colocar armaduras para absorber tales
esfuerzos.

La ley constitutiva o-¢ que se acepta para caracterizar el
comportamiento del hormigon es la parabola-rectangulo, Fig.
1 (A) y para el acero una trayectoria bilineal, Fig. 1 (B).

2
ﬁr(gb +%]; Si -2%0<¢,, <0
o, = —ﬁr 7SI -3.5%c0 Sgb,sup < -2 %o (l)

0 ; si gb,sup >0
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Figura 1. Diagramas Tensién-Deformacién para: (A) Hormigén — (B) Acero

Las

Ee,; sl -2%0<¢,<2
ﬂs;Si Z%OSSeSS%o (2)
—ﬁS;Si -5%0§88S—2%0

O, =

El coeficiente de seguridad que se considera variara segun
la deformacidon que sufra la barra de acero mas traccionada
& de acuerdo a la siguiente regla:

0.35 Sl &, <0
Vs = Zl—T Eeint :si 0 %o Sge,inf <3 %0 (3)
1.75 :Si Eeinf > 3 %o

deformaciones limites caracteristicas definen diversos

dominios, que se muestran en la Figura 2.

AY r 0.00  2.00 35,

r| Eosw [05]
T

d / % X
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€ e,inf [0/0]
| S b 540 3.0 Eb,inf [0/0]
Ys
1.75
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Figura 2. Deformaciones Limites Caracteristicas
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Método de Dimensionamiento
Caracteristicas de la seccion

Se trabaja con un sistema principal de ejes coordenados
ortogonales X -Y, con origen en el centro de gravedad de la seccion, al
cual se refieren las coordenadas de los veértices de las secciones:
exterior (x.;y..)con k=1..v € interior, que delimita la parte hueca de la

seccién  (x,:y, jcon k=1.v, y las coordenadas de las barras de
armaduras (xa;;ya;) con j=1...na.

La solicitacion normal N excéntrica produce M =N xe:

€
M, =Nxe,, M, =Nxe,, con tgp=—" 4)
€

X

Se definen los esfuerzos reducidos correspondientes:

m, = — m M AL
X_b><d2><ﬂr y_d><b2><ﬁr _bxdxﬂr ®)

ex

d/2
e

N
' N

b/2 b/2

d/2

Figura 3. Solicitaciones

La resultante del esfuerzo de compresion se obtendra integrando
la zona comprimida de la seccibn en base al diagrama o-¢
correspondiente. Para ello se considerard, en el caso de una seccion
hueca, el esfuerzo total en la seccidon exterior (envolvente) a la que se
restara el que se produce en la seccion interior:

N, = jAe o, dA— in o, dA ©)

Se considera un sistema de ejes coordenados ortogonales x'-y’
rotado un angulo (p-90) con respecto al sistema original x-Y, de tal
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manera que el eje Y’ coincida con la direccion de aplicacion de la
solicitacion exterior. La transformacion entre sistemas coordenados es
posible mediante las funciones:

x"=xsin f—ycosf y'=xcos g+ ysin g @)

Admitiendo la hipotesis que las secciones permanecen planas
después de haber sufrido deformacién, y conociendo la deformacion
que sufren los puntos extremos de la seccion, es posible arribar a las
deformaciones que se producen en cada punto de la seccién, mediante
relaciones directas de proporcionalidad.

Resultante de Compresion

La resultante de compresion esta formada por la contribucion del
hormigon y del acero en la zona comprimida de la seccién A (zona
rayada de la figura 4):

N=N,+> N, =[o,dA+ > Fe.o, (®)

Considérese, en figura 4, como caso particular el diagrama limite
entre las zonas Il y lll (figura 2): &,,=-35% vy ¢, =5% . La fuerza de

compresion asociada al hormigon se obtendréa integrando el volumen de
tensiones en el area comprimida. El procedimiento usado consiste en
expresar las rectas que determinan las dimensiones de la seccion en el
sistema de coordenadas X'-Y'.
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Figura 4. Determinacion de Resultantes

Para la integracion de las tensiones que se producen en el
hormigon en la zona comprimida de la seccidn, se elige trabajar con un
par de ejes coordenados, con las direcciones dadas a x'-y', con X’
coincidente con el eje neutro. Este sistema de ejes coordenados
ortogonales se denomina X, -Y, Figura 4. Sera un sistema de

coordenadas dinamico, que ir4 variando de acuerdo al diagrama de
deformaciones considerado. Las funciones de transformacion del
sistema x'-Y' — X_-Y, son:

X, =X =Xsinf—ycos g 9)
Yo =Y —Yen=XC0sB+ysin -y, (10)

Por ejemplo, la fuerza de compresion que produce el hormigon en
la seccion exterior, con el diagrama de deformaciones adoptado, se
obtiene mediante:

nlb sup X"‘resup( n)
Nb,eZJ.y v (L Y y)o-b(yn)dxnjdyn (ll)

yO n‘ (yn

Te,inf
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Con las mismas consideraciones anteriores se calcula el momento
interno del hormigon referido al centro de gravedad de la seccién
Ms, =M., - Mg, - EI momento resultante en la seccion:

Mg =Mg, + 2 Mg, (12)
a-1
Yolosup [ [¥nlrg gup ()
Mgeb = -[yo (J‘anm ) Ub(yn )(yn —Ye )an jdyn (13)
MG,a = Feao-e,ay; (14)

A continuacion se calculan los momentos que produce esta fuerza
N, con respecto a los ejes originales X-X: M,,=M,,,-M,, € Y-Y:

My,b = MYe,b_MYi,b:

yﬂ‘b‘sup
M Xe,b = _[
Yo

Yol . (Yn)

Yol o, o (Vn) i
_[ s (Yo ) (=X, cos B+(y, — Y5 )sin B) dx, de” (15)

Te,inf

nlb sup Xn‘resup( n) .
Moo= 0 1 (0,5, s 9, < v eos ),y 1)

Yo leg i (V)

Se obtienen los esfuerzos reducidos que se generan en la seccion
por la solicitacion aplicada. Para ello se define:

_ Fep
=—" Fe= Fe
H bdﬂr an a (17)
Y asi:
1 N 1 N, 118
== n =— , N=nN,+—— ) 0, .U
7, bdp, "y, bdp, " g ﬁ;é (18)

De igual manera para plantear el momento reducido:

Gl Mg 1M,
7 b, b ()
m=m, + ia Y. 1
b q75d,65 ~ eafa M (20)

Se obtienen ecuaciones del tipo:
e
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Con estas ecuaciones es posible obtener las rectas que se trazan
el en diagrama m-n.

n=ln-"in |+ Pm
1 m, 2 m, (22)
Dando valores a z se obtienen puntos sobre esta recta, que

juntamente con los correspondientes puntos sobre las otras rectas
(obtenidos de otras deformaciones caracteristicas), permitiran el trazado
de las curvas de igual cuantia.

Ejemplos de Aplicacion
Ejemplo N° 1

Seccion maciza de 40 cm x 50 cm con 20 barras de armaduras
uniformemente distribuidas de igual seccion, dispuestas con un

recubrimiento 3 cm. Resistencia caracteristica del hormigén
B, =0.105t/cm?, tension de fluencia del acero: g =4.2t/cm?, moédulo de

elasticidad del acero E =2100t/cm?

Y

o o o o ol

o ol 396667

o ol 32,3333
Q o o—23

° ol 17.6667

o o] 10.3333

3
clp ? ¢ 9 o
S = e g
40 ™

Figura 5. Seccién Maciza. Dimensiones y Distribucion de Armaduras

Si se considera flexion recta: g=0 la fuerza exterior se encuentra
aplicada sobre el eje x -x, y el diagrama de interaccion que se obtiene
se presenta en Figura 7. Si la fuerza se aplicara sobre el eje vy-v,
produciria flexion recta con: g=90 (ver diagrama Figura 6).

La cuantia », que se obtiene del diagrama permite determinar la
bxd

armadura total de la seccion: A, =0
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La superficie de interaccion que se obtiene, para una cuantia
w,=2.00 es la que se observa en la figura 7. Se encuentran proyectadas

curvas de nivel en el plano m, -m,.

A continuacién se presentan figuras que permiten una mejor
visualizacion de las superficies que se obtienen para las cuantias:
w, =0.00-0.50-1.00-1.50-2.00, considerando que la aplicacion de la fuerza

exterior varia entre p=%a45° con un intervalo de 5°, Figura 8.

Figura 6. Diag. Interaccion — Seccidn Maciza - Flexion Recta =0y f=90-Ej. 1
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Superficie de Interaccion Final

L e e et =y

\\\\\\V\\\\\ﬂtnﬂ\ \
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Figura 7 — Superficie Interaccién o, =2.00 para el ejemplo 1

Figura 8 — Corte de las Superficies de Interacciéon para cuantia variable
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Ejemplo N° 2

Se estudia una seccion cajon de dimensiones exteriores y
distribucién de armadura iguales a las del ejemplo anterior. La seccion
interior hueca es de dimensiones: 10 cm x 30 cm, recubrimiento 3 cm.
Resistencia caracteristica del hormigdn g =0.105t/cm?, tension de
fluencia del acero: p =42t/cm?, modulo de elasticidad del acero

E =2100t/cm?

Y
o o|ld o o}
o ol 396667
° ol 323333
sl 1o ol 25
° o 126667 7y
N ol 103333
3
<|P PILPIP P
eI
cul
.10 ]
40

Figura 9. Seccidon Hueca. Dimensiones y Distribucion de Armaduras

Los resultados se presentan a continuacion. Se observa poca
variacion con respecto a los obtenidos para la seccion maciza.

0 90

Eb,g/Eb,i=-2/-2 -

Eb,s/Eb.|=‘-2/-2/ ‘
/

|

/ |

,"Eb,sl‘gb‘i=-2.75/-1 :
2,00

| |

|

50 EH,SEb,i£-3.5/0
| |
Eb,9Ee,i=-3.5/0

0.5R

b,S/Ee,i=3.5/3 A‘_“}‘\‘\\‘L

g i

=
,,,,,,, -

EWsee i=or

b,s/Ee,i=-3.5/3

-Eb,g/Ee,i=-3.5/4

|
'—Eb,s/Ee,i=-3.5/5
Eb.gEe,i=-3/5

|

o
o

-0.5 -0.5

- — — —

3
o
ERY
o
w
o
S

Figura 10. Diag. Interaccién — Seccion Hueca - Flexion Recta f=0y f=90-Ej. 2
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Superficie de Interaccion Final

mx

Figura 11 — Superficie Interaccion @, =2.00 para el ejemplo 2

En la figura 10 se muestran los resultados que se obtienen si se
considera flexion recta: p=0 (fuerza aplicada sobre el eje x-x) y con

B=90 (fuerza se aplicara sobre el eje Y -Y).

Se obtienew, y la armadura total es: A, =a)oﬁ

S r

figura 11 la superficie de interaccion para una cuantia «,=2.00 con las
proyecciones de las curvas de nivel en el plano m, -m,.

. Se muestra en

Hipotesis segun lineamientos dados por Norma CIRSOC 201

Se presentan a continuacion las hipotesis establecidas para el
disefio por resistencia de elementos solicitados a flexion y a cargas
axiales de acuerdo a los lineamientos del Proyecto de Reglamento
Argentino de Estructuras de Hormigon (CIRSOC 201). Se deben
satisfacer las condiciones de equilibrio y de compatibilidad de
deformaciones.

Se mantienen las hipétesis establecidas anteriormente, con las
siguientes consideraciones:
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Las deformaciones especificas en la armadura y en el
hormigén se deben suponer directamente proporcionales a
la distancia desde el eje neutro. El procedimiento no es
aplicable a vigas de gran altura, en las que se debe utilizar
un analisis que considere una distribucién no lineal de la
deformacion.

Para la determinacion de la resistencia nominal de la
seccion, se supone que la maxima deformacion en la fibra
extrema del hormigdn sometida a compresion es igual a
0,003.

La tension en el acero se debe calcular como E, veces la

deformacién de la armadura, siempre que dicha tension
resulte menor que la tension de fluencia especificada f,.

Para deformaciones mayores que la correspondiente a f,, la

tensidn se debe considerar independiente de la deformacion,
eigual a f,.

Eg;si -2%0<e<?2
o, = fy;Si 2 %0 < £ <10 %o (26)
—fy;Si -10 %0 < & < -2 %o

Se desprecia la resistencia a la traccion del hormigon,
debiéndose colocar armaduras para absorber tales
esfuerzos.

Para la relacibn entre la tensiébn de compresién y la
deformacion especifica del hormigon: s-s se supone una
distribucion rectangular de tensiones equivalentes en el
hormigon.

La tension en el hormigon se adopta igual a 0.85f/, y se
supone uniformemente distribuida en una zona de
compresion equivalente, limitada por los extremos de la
seccion transversal, y por una linea recta paralela al eje
neutro, a una distancia a=pc, a partir de la fiora comprimida
con deformacion maxima.

La distancia c, entre la fibra comprimida con deformacién
maxima y el eje neutro, se debe medir en direccion
perpendicular a dicho eje.

El valor del factor g,, se adopta:
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f, <30MPa: g, =0.85
f/—30MPa) ¢, con 3, > 0.65

Para: fc, > 30MPa: ﬁl =0.85- 005(

(27)

Para f/>50MPa: g, =0.65

El procedimiento de calculo es el mismo expuesto anteriormente,
pero se debe tener en cuenta que la fuerza de compresion que es
capaz de resistir el hormigon ahora se obtiene al integrar el volumen de
tensiones constantes (0.85 f/) en el area comprimida.

Al considerar en el hormigébn una distribucién rectangular
equivalente de tensiones, el eje neutro se ubica en otra posicion.

Se opera también para la condiciéon de deformacion balanceada,
gue es la situacion que se produce en la seccion transversal cuando la
deformacioén de la armadura mas traccionada es la correspondiente a la
tension de fluencia especificada f,, y en el hormigon mas comprimido la

deformacion especifica es igual al valor dltimo, supuesto 0,003.

Con estas hipotesis se procede a aplicar el procedimiento antes
descrito.

La fuerza de compresiéon que se produce en el hormigon, debida al
diagrama de deformaciones adoptado, por ejemplo, para la seccion
exterior resulta:

Yoo sup [ [l q0p (V) ,
Coe :J. (J.X ) 0.85 f, dx, den (28)

Yo Mg, inf

La seccion interior, es decir la parte hueca, se resta de la
calculada anteriormente, para obtener la fuerza de compresion
actuando en el hormigén c, =J‘Aeo-bdA—L\ o, dA:

Con las mismas consideraciones anteriores, se determina el
momento interno del hormigon, referido al centro de gravedad de la
Seccion Mg, =Mg,, — Mg, -

Asimismo, se calculan los momentos que produce esta fuerza c,
con respecto a los ejes originales X -X: M,, € Y-Y! M.

117



Cuadernos de la Facultad de Ingenieria e Informatica UCS n 1, noviembre 2006

I Ac: Area Comprimida

ENEES o——o_—a\

rs

Figura 12— Tensién y Deformaciéon adoptados CIRSOC 201

El esfuerzo normal que se genera en la seccion, para la condicion
de deformacion dada es:

C=C,+>.C, C=C,+) A0, (29)
a=1 a=1

El momento que se genera con respecto al centro de gravedad de
la seccidn, por la solicitacion aplicada es:

M, =Me,b+ZMe,a (40)

a=1

En definitiva para la construccion del diagrama, se obtienen
ecuaciones:

IN=N,+N, Al [M=M,+M, Al (a1)
Ml NZ
N:(Nl—M—ZNZJ‘l‘M—ZM (42)
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La resistencia de disefio se obtiene de la resistencia nominal
calculada multiplicada por el factor ¢ de reduccién de resistencia, que

para aquellas combinaciones que no incluyan sismo es:

= Secciones controladas por traccion: 4=0.90
= Secciones controladas por compresion en elementos no
armados con zunchos: ¢=0.70

= En secciones en las cuales la deformacion especifica neta
de traccién en el acero mas traccionado, para la resistencia
nominal, estd comprendida entre los limites establecidos
para las secciones controladas por compresion y por
traccion, ¢ varia linealmente.

Los resultados que se presentan consideran estos casos.

Ejemplo N° 3

Seccion hueca. Dimensiones exteriores: 0.40 m x 0.50 m; interior:
0.10 m x 0.30 m, con 20 barras de armaduras de 2 cm” de seccion cada
una uniformemente distribuidas; recubrimiento 3 cm (figura b5).
Resistencia caracteristica de rotura a compresion f/=20MpPa, tension de
fluencia del acero f,=420MPa, moédulo de elasticidad del acero
E, = 200000 MPa

En la figura 13 se muestran los resultados que se obtienen al
considerar flexion recta: p=0 (fuerza aplicada sobre el eje x-x) vy
B=90 (fuerza se aplicada sobre el eje Y-Y), para la seccién y armadura
dadas.

La figura 14 muestra distintas vistas de la superficie de interaccion
resultante.
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fi*N [MN]

|
Eb,¥Ee,i=-3/10
[

L | | |
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Figura 14 - Vistas de la Superficie de Interaccion Resultante
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Conclusiones

El trabajo permite presentar una solucion a los problemas de
dimensionamiento o verificacidon de secciones de hormigdén armado con
distintas configuraciones y con distintas disposiciones de armadura,
sometidas a flexion oblicua combinada con solicitacion axial.

El método es exacto y el procedimiento sencillo. Es posible
visualizar, en forma clara, los resultados que se obtienen y las
superficies de interaccion correspondientes a la seccién en estudio, lo
gue posibilita el analisis y comparacion con el comportamiento de otras
configuraciones de secciones, en forma rapida y eficiente.

El método permite la facil adaptacion del programa a distintas
hipétesis que se quisieran proponer; y evaluar, comparativamente, los
resultados que de las mismas se obtienen. En el trabajo desarrollado se
considera la configuracion de rotura propuesta por la norma DIN 1045, y
las resistencias de disefio del CIRSOC 201.
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