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Resumen

La resolucién numérica de problemas de valor inicial de ecuaciones
diferenciales ordinarias involucra tipicamente ingresar las especifica-
ciones del problema y una cota del error local de discretizacién para
generar luego una solucién aproximada del problema. No obstante, la
obtencion precisa y confiable de las soluciones numéricas requiere el
conocimiento de la separacién admisible entre los nodos de la malla
(h). También es necesario llevar un control del error global. Por ello, el
objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento del error global
en los métodos explicitos de Runge-Kutta, determinar su orden y ob-
tener la condicién necesaria para garantizar la convergencia.

Palabras claves: Runge-Kutta, error global, control del error, con-
vergencia.

Abstract

The numerical solution of initial value problems of ordinary differential
equations typically involves entering the problem specifications and a
bound on the local discretization error to then generate an approximate
solution of the problem. However, obtaining precise and reliable numeri-
cal solutions requires knowledge of the allowable spacing between mesh
nodes (h) Also, it is necessary to carry out global error control. There-
fore, the aim of this work is to analyze the behavior of the global error in
the explicit Runge-Kutta methods, to determine the order of the global
error and obtain the necessary condition to guarantee convergence.
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1. Introduccién

Los métodos Runge-Kutta (R-K) explicitos son ampliamente utilizados en la resolucién numé-
rica de problemas de valor inicial de la forma

y’:f(xay)a y(x()):yO'

La soluciéon de este problema se puede aproximar por medio de las siguientes formulas de
orden pconl< p e N (Hull et al., 1972),

Y+h2al L Y=y, n=0,1,.,N-1, (1)
donde Y, es la aproximacién al valor exacto y(x,,, ), # es la longitud del paso o separacién de los

nodos de la malla (2 =x , —x ), N el indice del tltimo punto de la malla en donde se calcula la
solucién aproximada, s > p y R, se define como

i-1
R = f[xn +hb,Y, +h2c,./.Rj].
j=1
Los coeficientes a;, b, y ¢, son constantes que dependen del método R-K elegido.

Un aspecto importante en cualquier método numérico reside en determinar expresiones que
acoten el error que se comete por su aplicacién. En los métodos R-K se identifican tres tipos de
errores: el error local de discretizacién e(x;h), el error local de truncamiento e (x;%) y el error global
E(x,_;h). El primero se obtiene a partir de reemplazar la solucién aproximada por la exacta en la
ecuacion en diferencias escrita en forma normal, esto es

(x+h ZGIRI(X)/ )

La diferencia entre los dos términos, que es dlstlnta de cero, constituye el error local de dis-
cretizacion

e(x;h):y(xL ZalRl(xy ) )

Como es conocido, el error local de discretizacién de los métodos de orden p pertenece al con-
junto de funciones O(h?) y es un error que se comete en x. Por ejemplo, en el caso del método de
Euler es de orden O(h), y O(h*) para los R-K de cuarto orden. Este error es inherente al método y
su expresion es la misma en cualquier punto de la malla.

El error local de truncamiento (Isaacson y Keller, 1994) es el que surge al proponer la solucién
exacta por medio de la férmula del método, pero considerando exactos todos los valores previos. St
se parte de (2) resulta

y(x+h)= +h2a  (x,3(x))+ h-e(x;h). 3)
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Teniendo en cuenta la ecuacién (3), el Gltimo término es el error local de truncamiento, es
decir
e (x;h)=h-e(x;h),

el cual, de acuerdo con Higham (1991) es de orden O(h” “ ) También es posible obtener la expre-
sién de este error a partir del desarrollo en serie de Taylor de y(x+ /) En la literatura es habitual
que se refiera a este error como equivalente al error local de discretizacién. La diferencia concep-
tual reside en que, a diferencia del error local de discretizacion, el de truncamiento es un error de
orden mayor y se comete en (x+h)

2. Analisis del error global

El error global es el que surge por la acumulacién de errores locales, por errores en la evalua-
cién de la funcién f(x, )y por errores de redondeo que dependen del dispositivo de célculo o de
la cantidad de digitos significativos utilizados.

El error global se define como

E(xn;h)zy(x")—Y(xn).

En la bibliografia del tema, como por ejemplo en Enright (1989), se determina para el caso
del método de Euler que el error global es de orden O(h), lo cual constituye una cota superior del
error y se aclara que dicha cota resulta en una sobreestimacién del error. Esto es asiya que la cota
obtenida no es el supremo.

La ecuacién en diferencias correspondiente a la ecuacion (1) se expresa como funcion de la

siguiente manera: .
Y(x+h)=Y(x)+hY aR (xY(x)).
i=1
Restando de la ecuacion (3) la expresion anterior, se tiene

y(x+h)=Y(x+h)= +hZaR ( )+h e(x;h)-Y )—hg‘aiRl. (x,Y(x))

s

= y(x)—Y(x)+hL§s:‘aiRi (x,y(x))—Za[Rl. (x,Y(x))}+ h-e(x;h),

i=1

es decir,

E(x+h;h)=E(x;h) +h{ZaR(xy ) ZaR(xY ):|+h'e(x;h).

De la ecuacion (4) se observa que el valor del error 19bal en x+h 1nvoluc§a el error global en
el paso anterior x, la diferencia que surge de evaluar f L aR (x ( (x)) - 2;:1 a,R, (x,Y (x)) yel
aporte del error local de discretizacion en x.
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A partir de (4) y para x = x, se tiene

s

E(x,,:h)= xh+1{za X V,)- .4 R(x,,,Yn)}+h-e(xn;h) )

i=1
yparax=x,

N s

E(xn ; h) = E(xn_] ;h) + h{z a.R, (xn_l Voo )— Za,Rl. ()cn_l Y ):| +h- e(xn_l ;h). (6)

i=1 i=1

Al adoptar .
F, (ny(x)) = 2R (x5 (x).

y reemplazando la ecuacion (6) en la ecuacion (5) resulta

E(xnn;h):E( X 1’h)+h{[ (n—l’yn—l)_Fp(xnfl’y;fl)]-{_[Fp(xn’yn) F, (xan:z)]}

+h~[e(xn71;h)—e(xn;h)].

En forma analoga, aplicando el procedimiento anterior para x =x, ,, X =X,_;,..., X = X, 8¢ ob-
tiene la forma general
E(xn-H’h xO’ +h2[ xz!yz ]+hz n=0:1:~-->N_1-

Si se considera la condicién inicial del problema en x,, se tiene ¥, = y, por lo tanto £ (x,;h) =0
yE, (xo,yo) F (xo, ) 0 entonces

X, h hZ[ x,,y, (xi,Yi):|+hz":e(xi;h), n=0,1..N-1. (7)
i=0

Con el propésito de determinar el orden del error global, se establecen las siguientes hipétesis
para la funcién £, (x,¥)

* F,escontinua en la variable x.

d Fp satisface la cond1c10n de Lipschitz para y, es decir que para todo i = 0 existe L, > 0 tal
que|F l’yl) F |<L|y1 Y‘

Tomando valor absoluto en (7) se tiene

|E(xn+l, |<hZ|F xl,yl |+h2|ex h|

A partir de la expresién anterior y recurriendo a la condicién de Lipschitz, se obtiene

LG |<hZL|y, Y|+h2|€ )
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Alintroducir la constante K = max {L }y teniendo presente que | v, =Y | |E X3 h ‘ la expresion
anterior se reduce a

|E(x,,,:h)| < h- KZ|E X;; h|+h2|e x;h). (8)

La ecuacién (8) constituye una cota para el error global, donde el segundo término de la dere-
cha de la desigualdad es de orden O(h”+1 )

Para estudiar el orden de E/(x,,, ;h) se procede con el anélisis del término /- KELI |E(x[ ; h)‘

Sien la ecuacion (8) se considera n = 0, se obtiene

|E(xl;h)| < h~|e(x0;h)|.

Paran=1: )
|E(x2;h)| < h2K-|e(x0;h)| + h2|e(xi;h)|.
i=0
Paran=2:
|E(x3;h)| <KK? .|e(x0;h)|+ hZK.|e(x0;h)|+ K i|e(xi;h)|+ h i|e(xi;h)|. )
i=0 i=0

A partir de la ecuacion (9) y por induccion se puede deducir que la expresion de |E (xn+l ; h)‘ es de
la forma

|E(xn+1;h)| <a,,h"+a, B +-a,,, B hﬁ(}|e(xi;h)|,
es decir, :
|E(xn+l, | Ztalﬁmh‘”’+1 +h2|e x;3h) | =g (h +h2|e(xl.;h)|, (10)
i=0
en donde g, (h Zapﬂﬂh’””lylosa >0, i=p+2,p+3,...,p+n+l

La expresion dada en la ecuacion (10) es la cota del error global. Resulta relevante determinar
el orden de este error, por lo tanto, se analizan los términos involucrados.

TEOREMA
Para todo 4 € (0,1) la funcién g, (k) pertenece al conjunto de funciones de orden O(hp . )

DEMOSTRACION

La funcién g, (h) e O(h’”z) siy solo si existe una constante C >0 tal que para la funciéon
g, (h)=h"*?, severifica g, (h) < C- g, (h), Yhe(0,1). Entonces C > max {gl )/ g, (h )}

De la definicién de g, (h)y g, (h) se tiene g, (0)= g, (0) = 0. Dado que la constante C puede
tomar su valor maximo en los extremos del intervalo [0,1], resulta

crim&) _, "
-l g, (h) 3

+a ,++a

p+3 p+n+l”
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Planteando g, (h) -C-g, (h) <0conC=a,,+a,,++a,,, yparatodo h perteneciente al
intervalo (O,l) se obtiene:

a, h"? +a, h" - ta h’”””—(a +a,, ., ++a h*? <0,

p+3 ptn+l )

ptn+l p+2
es decir,

a,.; (hp+3_hp+2)+.”+a (l’lp+n+l—hp+2)SO,

p+n+l

hp+2

Tomando factor comin se obtiene la siguiente desigualdad

W2 a,, (h=1)+a, (B =1)++a,,., (i =1)]<0. (1)

Considerando que / € (0,1)y que los factores (2 —1), (h2 - 1) yeees (hH - 1) toman valores negati-
vos, se verifica que g, (1) - C- g, (h) <0, por lo tanto, resulta g, (h) € O(h“2 )

De la demostracién se concluye que g, (h) < C-g, (h). Esto también se cumple si se adopta
g, (h) =h""" en dénde 1- p <d < 2. Entonces, las funciones C-/4”* acotan superiormente a g,
siendo la menor de ellas C- 7",

Por otra parte, si se propone g, (h)= h?*¢, d >3, el primer factor de la ecuacién (11) queda
de la formaa,,, (h"“z —1). Por lo tanto, para un s € (0,1) lo suficientemente pequefo, se tendra
g,(h)>C- g, (h)al menos en algunos nodos de la malla.

COROLARIO

Para los métodos R-K dados por (1), asumiendo 4 € (O, 1) el error global dado por (8) esta com-
puesto por los términos: hz:’:0|e(x,.;h)| € O(h”“ ) yh- K27=1|E(xi;h)| € O(h"+2 ), por lo tanto re-
sulta

|E(x,..:h) € O(h").

De esta forma se concluye que toda funcién de la formaC,4?, 1< d < p+1es una cota superior del
error global £ (x h) y parad = p+1se tiene el supremo del error global.

n+12

EJEMPLO 1
Sea el siguiente problema de valor inicial

¥ (x)= Zx—(y—xz), y(0)=0,
cuya soluci6n exacta esy(x) = x°. Al ser x, = x, +n-h, la solucién exacta en los puntos particulares
x,y x,en funcién de  es y, =4-h’y y, =36-h’, respectivamente.
La aplicacién del método de Euler (R-K de primer orden) en los mismos puntos resulta:
Y,=2-h"+h’,
Y, =30-1"+15-1° =20-h* +15-0° —6-h* + 1.
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Por lo tanto, el error global en ambos casos es
E(xz;h)=|2-h2 —h3| y
E(xg;h)=[6-h* =15-1* +20-h* =15-K* +6-h° - 1|.

Del corolario se tiene que el error global pertenece al conjunto de funciones O (h2 ) Entonces:

Para el problema en estudio, los valores maximos de las contantes C, y C; se obtienen para 7 =0
por lo tanto resulta
|E (x,:h)| |E(x6;h)|

h2 hZ

C, 2lim =2 vy C(,Zlirrol

h—0

En la Figura 1 se grafican los valores de las funciones |E(x2;h)|—2-h2 y ‘E(xé;h)|—6-h2. Se
observa que siempre toman valores negativos en el intervalo (0,1), lo cual indica que los errores
globales en x, y x, estan acotados por funciones de orden O(h2 )
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Figura 1. Grafico de las funciones |E (x2 ; h)| -2-h’y ’E (x6 ; h)| —6-h
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3. Condiciéon necesaria de convergencia

Los métodos basados en ecuaciones de diferencias son convergentes con respecto a la ecuacion
diferencial que aproximan, si se verifica que

lim {max l“y (xn ) - Y(xn )

h—0 (I<n<N

]]}:0. (12)

Esto es, el error global debe tender a cero cuando / tiende a cero, es decir: }111(1) |E (x”; h)| =0,
n=1.2,...,N. ”

De (10) se concluye que ademas de hz:'=0|e(xi;h), el error global |E (xn+l;h)‘ tendra términos
con factores h”*"' K", h"*"K"™,..., h"**K. El factor elevado a la mayor potencia en (10) 27" K"
se puede expresar como h”*' (h-K )". Entonces, para que se verifique la condicién (12) para toda
h €(0,1) se debe satisfacer

(h-K)' <1, n=1,2,....,N—1,

es decir:
h-K<1. (13)

La ecuacién (13) constituye una condicién necesaria de convergencia para todo método R-K de
orden p de la forma dada por la ecuacién (1).

EJEMPLO 2
Considérese el siguiente problema de valor inicial

v (x)==B-y. »(0)=y,

en donde 0 < B € R. Satisfacer la condicién necesaria de convergencia implica que esta se debe
cumplir en todos los puntos x, de la malla. De la condicién de Lipschitz para el caso de Euler se
tiene

y,-Y| o Bl-y,+7Y,

|_ﬁ.yn+ﬂ.Yn SLn SLn yn_Yn|'

Multiplicando por / y simplificando resulta
h-B<h-L <1.

Es decir que, para el método de Euler, la condicién necesaria de convergencia es

et
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Si se adopta un R-K de segundo orden se tendra

yn_)/na

(a-B+a,-B(1=h-cB))- v+ (a-Bta,- B(1-h-c,B))-7,| < L,
|al 'ﬂ+az'ﬁ(1_h'czlﬂ)|'|_yn +Yn|SLn

s

»,— 7,

es decir

h-la,-B+a,-B(1—h-c,B)<1. (14)

Teniendo presente que los métodos de segundo orden deben satisfacer las ecuaciones b, = c,,
a,+a, =1ya,b, =1/2 (Atkinson, 1978; Burden y Faires, 1985) y que la desigualdad dada por (14)
tiene como soluciéon 0 < 4 < (al +a, )/ (CZIazﬂ) resulta que la condicién necesaria de convergencia
se satisface cuando

pfte 2

- CZlaZﬁ ﬁ .
4. Control de la longitud de paso %

La condicién de convergencia dada por (13) implica que en cada x, se debe satisfacer la des-
igualdad /- L, <1. Por lo tanto, es posible plantear

|Fp (x/z+l > yn+1 ) - Fp (xn+1 > Yn+l) S Ln+1 |yn+1 - Y:Hl
y al multiplicar por 4 se tiene

< h ’ Ln+1

Vo1 — Yn+1 :

h|Fp (xn+l7yn+l)_Fp (anrl’YnH)

Considerando la condicién dada por (13) resulta

h

F’p ('xn+1 ’ynH ) - Fp (xn+1 > Yn+1 )
Vo1 — Y;Hl

<h-L <I1 (15)

n+l —

en donde

Vo1 — Y. | se puede expresar de la siguiente forma

Vo1 — Yn+l

v, +h-F (x,.y,)+h-e(x;h)-Y, —h-F(x,.Y,)

s n2 n2

Es usual que en los algoritmos de los métodos R-K con control de paso se asuma Y, = y, por lo
que la expresion anterior resulta

Yus _Yn+1| =h |e(xn;h)|.
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Al reemplazar esta tGltima expresion en (15) se tiene

|Fp (anrl’ynH)_Fp (an’YnH) <
e (xn ; h)| -
Por otra parte, si se admite una cota para el error local, entonces de la ecuacion (16) se tiene

(16)

|Fp (xn+1>yn+l)_Fp (xn+1’Yn+1) S |e(xn’h)| S g’ (17)

es decir, la longitud de paso / se debe adaptar para que las dos condiciones dadas por (17) se veri-
fiquen simultdneamente en todo x,.

5. Algoritmo para el control de %

A partir de los resultados obtenidos es posible implementar un algoritmo para modificar la lon-
gitud de paso & con el proposito de satisfacer la condicién de convergencia (13) y mantener acotado
el error local de discretizacion.

Supongase que se recurre a dos métodos de R-K, de orden py p + 1. Asumiendo que los valores
obtenidos con el método de orden p +1 son lo suficientemente precisos como para considerarlos
exactos, es decir

yn+1:yn+th+l(xn’yn)' (18)

Al plantear el error local de discretizaciéon del método de orden p se tiene
yn+] — yn

|e(xn;h)| = P

y al reemplazar y, ,, por la expresion (18) resulta

_Fp (xn’yn)

le(x,:h) =|F,., (x,.,)— F, (x,.,) (19)

A partir de las ecuaciones (17) y (18). se puede ajustar la longitud del paso, disminuyéndola o
incrementandola segtn se requiera de acuerdo con los criterios dados por la condicién de conver-
genciay cota del error local de discretizacién. Una posibilidad es la siguiente:

APARTIRDE A2 =1

Sl

(%0 900) = F, (%,01.%,)| > e (x,52)| O le(x,: )| > &, DISMINUIR A

S |Fp (an’ynJrl ) - Fp (xnﬂ ’Y:”l)

<0.96|e(x,:) Y |e(x,;/)| < 0.962, INCREMENTAR
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6. Resultados numéricos

Para ilustrar la aplicacion del control del paso / se propone el siguiente problema de valor ini-
cial.

EJEMPLO 3
Considérese el siguiente problema de valor inicial

y’(x) = —32(x—1)y1n(2), Vx e (0,2),
y(0)=a,

., 16(2x-x%
en donde 0 < a € R, y cuya solucién exactaes y=a-2 ( )
En forma analoga al procedimiento aplicado en el ejemplo 2, 1a condicién necesaria de conver-

gencia dada por (13) resulta dependiente de 7 esto es
_
32In(2)
La implementacién del algoritmo propuesto en el punto anterior para el control de paso utiliza
los métodos R-K de cuarto orden cldsico (Atkinson, 1978) y tercer orden con coeficientes:
1 2 1

1 1
g,a2=§,a3=g,b]=0,b2=5,b3=1,(:21=§,c31=—1,c32=2.

h|nh—l|s

a, =
-3 . . ., . P
Al adoptar £ =10 como cota para el error local de discretizacion se obtienen variaciones en el
. . . )
paso A, las que se muestran en las Figuras 2y 3, considerando dos casos, el primero paraa = 2-10

y el segundo paraa =2-107"

0.018

0.016

0.014

| )
o\ | | /

0.006

0.004

0. 00%J

.0 0.5 10 15 2.
z

Figura 2. Variacion del paso /4 en funcién de x paraa = 2-107,
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Figura 3. Variacion del paso / en funcién de x paraa =2-107".

En las Tablas 1y 2 se muestran, respectivamente, resultados numéricos de los dos casos. Los

valores de y, corresponden al R-K de cuarto orden clésico.

Tabla 1. Valores de la solucién aproximada, condicién necesaria de convergencia, error local de

discretizacién y error global paraa =2-107",

n x[n] y[n] hiin] le[n]| E[n]
0 0.0000 2.000000E-02 w=wrewmsenes 9.349076E-04  0.000000E+00
1 0.0169 2.898355E-02 0.439327 9.926961E-04  -2.898355E-02
2 0.0324 4.057131E-02 0.391823 9.056310E-04 -4.057131E-02
3 0.0462  5.438925E-02 0.334681 B.O8959GE-04  -5.438925E-02
4 0.0589 7.099291E-02 0.300432 9.846190E-04  -7.099291E-02
5 0.0710 9.137621E-02 0.282736 9.431558E-04 -9.137621E-02
6 0.0822 1.149727E-01 0.254619 BBE1561E-04 -1.149727E-01
7 0.0926 1.417302E-01 0.229736 9.2414B4E-04  -1.417302E-01
8 0.1025 1.728732E-01 0.217011 9.548585E-04 -1 728732E-01
9 0.1120 2.087612E-01 0.205119 9.780283E-04 -2.087612E-01
10 0.1212 2.497312E-01 0.193995 9.936004E-04  -2.497312E-01
207 1.94589 5.906090E-02 0.214737 9.889483E-04 -5.906090E-02
508 1.9625 4.5227T3E-02 0.237124 B.963965E-04  -4.5227T73E-02
509 1.9756 3.414758E-02 0.248116 9.637813E-04 -3.414758E-02
510 1.9900 2.492902E-02 0.273759 8.897618E-04  -2.492902E-02
511 2.0053 1.776957E-02 0.291463 6.741444E-04  -1.77695TE-02
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Tabla 2. Valores de la solucién aproximada, condicién necesaria de convergencia, error local de

discretizacién y error global paraa =2-107",

n x[n] yn] hL{n] fenll E[n]

0 0.0000  2.000000E-10 e 6.431155E-11  0.000000E+00
1 0.0324  4.054054E-10 0.971433 1.280238E-10  3.344570E-13
2 0.0661  B.249104E-10 0.975112 2.531049E-10 1.378327E-12
3 0.1012  1.681773E-09 0.974869 4953840E-10  4.251653E-12
4 01377  3.42B087E-09 0.970212 9.563754E-10 1.160547E-11
5 0.1757  6.969869E-09 0.960632 1920831E-09  2.948449E-11
6 0.2160  1.429102E-08 0.969145 3.805289E-09  T7.319923E-11
7 0.2588  2.943637E-08B 0.969234 7.809237E-09 1.778219E-10|
8 0.3051  6.147625E-08 0.982571 1564930E-08  4.329427E-10
9 0.3552  1.293111E-07 0.980719 3.186975E-08 1.046240E-09
10 0.4106  2.754744E-07 0.981870 6.479146E-08  2.541435E-09
1 04729  58952107E-07 0.974275 1410141E-07  6.229308E-09
12 0.5473  1.33488BE-06 0.975690 3.652812E-07 1.603648E-08)
13 0.6496  3.309266E-06 0.961854 4.839602E-07  4.B65406E-08
14 1.1187  9.767B43E-06 0.555182 1.328937E-06 1.443444E-06)
15 13021  4.140263E-06 0.944053 1527712E-06  6.220009E-07
16 1.4400  1.37S777E-06 0.954466 1.252875E-06 1.555230E-07
17 15571  4.088481E-07 0.991829 5.268248E-07 1.069210E-08|
18 1.6565  1.187566E-07 0.969379 1917359E-07 -B.733434E-09
19 1.7445  3.402496E-08 0.959003 6.840481E-08 -5.985456E-09
20 1.8256  9.556561E-09 0.972205 2.206446E-08 -2.724136E-09
21 1.9003  2.665805E-09 0.970526 6.652448E-09 -1.031351E-09
22 1.9692  7.445654E-10 0.957306 2.176437E-09  -3.526068E-10
23 2.0353  2.050525E-10 0.979358 7.747528E-10 -1.149102E-10

Del anilisis de los resultados obtenidos surge que paraa = 2-107 todas las correcciones que
disminuyen % se deben a la necesidad de mantener acotado el error local en & =10". Los valo-
res de /4 resultantes son suficientes para verificar la condicion de convergencia. En el caso de
a=2-10"", las correcciones son efectuadas solamente para poder satisfacer la condicién necesa-
ria de convergencia, ya que el error local siempre es menor que la cota ¢. Para valores interme-
dios del coeficiente a , las correcciones se realizan para satisfacer las dos condiciones.
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7. Conclusiones

Se ha demostrado para los métodos Runge-Kutta explicitos de orden p, que el supremo del
error global es de orden p +1. Si bien existen cotas superiores de orden menor a p +11a menor de
todas ellas pertenece a O(h" “). Es importante destacar que no debe confundirse el concepto de
cota del error global con orden de convergencia del método, dado que éste debe analizarse a partir
de la relacién entre las soluciones con diferentes longitudes de paso / para el mismo punto x, de la
malla. El enfoque adoptado para la demostracién del orden del error global ha permitido establecer
de manera conceptualmente clara la condicion necesaria de convergencia para todos los métodos
Runge-Kutta, cuyo cumplimiento en ciertos problemas es imprescindible para obtener resultados
confiables, tal como se muestra en el Ejemplo 3. Un algoritmo que contemple correcciones por
los criterios de cota de error local de discretizacién y condicion necesaria de convergencia permite
mantener acotado el error global, asi como también despreocuparse de proponer el valor de / ade-
cuado para satisfacer la condicién de convergencia.
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