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Resumen
La resolución numérica de problemas de valor inicial de ecuaciones 
diferenciales ordinarias involucra típicamente ingresar las especifica-
ciones del problema y una cota del error local de discretización para 
generar luego una solución aproximada del problema. No obstante, la 
obtención precisa y confiable de las soluciones numéricas requiere el 
conocimiento de la separación admisible entre los nodos de la malla 

. También es necesario llevar un control del error global. Por ello, el 
objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento del error global 
en los métodos explícitos de Runge-Kutta, determinar su orden y ob-
tener la condición necesaria para garantizar la convergencia.

Palabras claves: Runge-Kutta, error global, control del error, con-
vergencia.

Abstract
The numerical solution of initial value problems of ordinary differential 
equations typically involves entering the problem specifications and a 
bound on the local discretization error to then generate an approximate 
solution of the problem. However, obtaining precise and reliable numeri-
cal solutions requires knowledge of the allowable spacing between mesh 
nodes . Also, it is necessary to carry out global error control. There-
fore, the aim of this work is to analyze the behavior of the global error in 
the explicit Runge-Kutta methods, to determine the order of the global 
error and obtain the necessary condition to guarantee convergence.
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1. Introducción

Los métodos Runge-Kutta (R-K) explícitos son ampliamente utilizados en la resolución numé-
rica de problemas de valor inicial de la forma

La solución de este problema se puede aproximar por medio de las siguientes fórmulas de 
orden  con  (Hull et al., 1972), 

  (1)

donde  es la aproximación al valor exacto , h es la longitud del paso o separación de los 
nodos de la malla (h = xn+1 – xn), N el índice del último punto de la malla en donde se calcula la 
solución aproximada, s ≥ p y Ri se define como 

Los coeficientes ai , bi  y ci j  son constantes que dependen del método R-K elegido.
Un aspecto importante en cualquier método numérico reside en determinar expresiones que 

acoten el error que se comete por su aplicación. En los métodos R-K se identifican tres tipos de 
errores: el error local de discretización e(x;h), el error local de truncamiento et (x;h) y el error global  
E(xn ;h). El primero se obtiene a partir de reemplazar la solución aproximada por la exacta en la 
ecuación en diferencias escrita en forma normal, esto es

La diferencia entre los dos términos, que es distinta de cero, constituye el error local de dis-
cretización

   (2)

Como es conocido, el error local de discretización de los métodos de orden p pertenece al con-
junto de funciones O(h p) y es un error que se comete en x. Por ejemplo, en el caso del método de 
Euler es de orden O(h), y O(h4) para los R-K de cuarto orden. Este error es inherente al método y 
su expresión es la misma en cualquier punto de la malla. 

El error local de truncamiento (Isaacson y Keller, 1994) es el que surge al proponer la solución 
exacta por medio de la fórmula del método, pero considerando exactos todos los valores previos. Si 
se parte de (2) resulta

  (3)
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Teniendo en cuenta la ecuación (3), el último término es el error local de truncamiento, es 
decir
 

el cual, de acuerdo con Higham (1991) es de orden . También es posible obtener la expre-
sión de este error a partir del desarrollo en serie de Taylor de  En la literatura es habitual 
que se refiera a este error como equivalente al error local de discretización. La diferencia concep-
tual reside en que, a diferencia del error local de discretización, el de truncamiento es un error de 
orden mayor y se comete en 

2. Análisis del error global

El error global es el que surge por la acumulación de errores locales, por errores en la evalua-
ción de la función  y por errores de redondeo que dependen del dispositivo de cálculo o de 
la cantidad de dígitos significativos utilizados. 

El error global se define como

 .

En la bibliografía del tema, como por ejemplo en Enright (1989), se determina para el caso 
del método de Euler que el error global es de orden , lo cual constituye una cota superior del 
error y se aclara que dicha cota resulta en una sobreestimación del error. Esto es así ya que la cota 
obtenida no es el supremo.

La ecuación en diferencias correspondiente a la ecuación (1) se expresa como función de la 
siguiente manera:
 

Restando de la ecuación (3) la expresión anterior, se tiene

 

es decir,

  

De la ecuación (4) se observa que el valor del error global en x h+ involucra el error global en 
el paso anterior , la diferencia que surge de evaluar  y el 
aporte del error local de discretización en .
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A partir de (4) y para  se tiene

 E x h E x h h a R x y a R x Yn n i i n n
i

s

i i n n
i

s


 
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; ; , ,    h e x hn ;  (5)

y para 

  (6)

Al adoptar
 

y reemplazando la ecuación (6) en la ecuación (5) resulta

 

En forma análoga, aplicando el procedimiento anterior para  se ob-
tiene la forma general

 

Si se considera la condición inicial del problema en , se tiene  por lo tanto  
y  entonces

  (7)

Con el propósito de determinar el orden del error global, se establecen las siguientes hipótesis 
para la función 

•  es continua en la variable .
•  satisface la condición de Lipschitz para , es decir que para todo  existe  tal 

que  .

Tomando valor absoluto en (7) se tiene

 

A partir de la expresión anterior y recurriendo a la condición de Lipschitz, se obtiene
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Al introducir la constante  y teniendo presente que  la expresión 
anterior se reduce a

  (8)

La ecuación (8) constituye una cota para el error global, donde el segundo término de la dere-
cha de la desigualdad es de orden .

Para estudiar el orden de  se procede con el análisis del término .
Si en la ecuación (8) se considera , se obtiene

 

Para :
 

Para :

  (9)

A partir de la ecuación (9) y por inducción se puede deducir que la expresión de  es de 
la forma
 

es decir,
  (10)

en donde  y los .

La expresión dada en la ecuación (10) es la cota del error global. Resulta relevante determinar 
el orden de este error, por lo tanto, se analizan los términos involucrados.

TEOREMA
Para todo  la función  pertenece al conjunto de funciones de orden .

DEMOSTRACIÓN
La función  si y solo si existe una constante  tal que para la función 

 , se verifica . Entonces C g h g h
h

     
 
max
0 1

1 2

De la definición de  y  se tiene . Dado que la constante C puede 

tomar su valor máximo en los extremos del intervalo , resulta
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Planteando  con  y para todo h perteneciente al 
intervalo 0 1,   se obtiene:

 
es decir, 
 

Tomando factor común  se obtiene la siguiente desigualdad

  (11)

Considerando que  y que los factores  toman valores negati-
vos, se verifica que , por lo tanto, resulta .

De la demostración se concluye que . Esto también se cumple si se adopta 
 en dónde . Entonces, las funciones  acotan superiormente a  

siendo la menor de ellas .
Por otra parte, si se propone , el primer factor de la ecuación (11) queda 

de la forma . Por lo tanto, para un  lo suficientemente pequeño, se tendrá 
 al menos en algunos nodos de la malla.

COROLARIO
Para los métodos R-K dados por (1), asumiendo  el error global dado por (8) está com-

puesto por los términos:  y , por lo tanto re-
sulta

 

De esta forma se concluye que toda función de la forma  es una cota superior del 
error global  y para  se tiene el supremo del error global.

EJEMPLO 1
Sea el siguiente problema de valor inicial

 

cuya solución exacta es . Al ser , la solución exacta en los puntos particulares 
 y  en función de h es  y , respectivamente.

La aplicación del método de Euler (R-K de primer orden) en los mismos puntos resulta:
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Por lo tanto, el error global en ambos casos es

 

Del corolario se tiene que el error global pertenece al conjunto de funciones . Entonces:

 

Para el problema en estudio, los valores máximos de las contantes  y  se obtienen para  
por lo tanto resulta

 

En la Figura 1 se grafican los valores de las funciones  y . Se 
observa que siempre toman valores negativos en el intervalo , lo cual indica que los errores 
globales en  y  están acotados por funciones de orden .

Figura 1. Gráfico de las funciones  y .
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3. Condición necesaria de convergencia

Los métodos basados en ecuaciones de diferencias son convergentes con respecto a la ecuación 
diferencial que aproximan, si se verifica que

  (12)

Esto es, el error global debe tender a cero cuando h tiende a cero, es decir: 

De (10) se concluye que además de , el error global  tendrá términos 

con factores . El factor elevado a la mayor potencia en (10)  

se puede expresar como . Entonces, para que se verifique la condición (12) para toda 

 se debe satisfacer

 

es decir:

 h K  1.  (13)

La ecuación (13) constituye una condición necesaria de convergencia para todo método R-K de 
orden p de la forma dada por la ecuación (1).

EJEMPLO 2
Considérese el siguiente problema de valor inicial

 

en donde . Satisfacer la condición necesaria de convergencia implica que esta se debe 
cumplir en todos los puntos  de la malla. De la condición de Lipschitz para el caso de Euler se 
tiene

 

Multiplicando por h y simplificando resulta

 

Es decir que, para el método de Euler, la condición necesaria de convergencia es
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Si se adopta un R-K de segundo orden se tendrá

 

es decir
  (14)

Teniendo presente que los métodos de segundo orden deben satisfacer las ecuaciones , 
 y  (Atkinson, 1978; Burden y Faires, 1985) y que la desigualdad dada por (14) 

tiene como solución  resulta que la condición necesaria de convergencia 
se satisface cuando

 

4. Control de la longitud de paso h

La condición de convergencia dada por (13) implica que en cada  se debe satisfacer la des-
igualdad . Por lo tanto, es posible plantear

 

y al multiplicar por h se tiene

 

Considerando la condición dada por (13) resulta

  (15)

en donde  se puede expresar de la siguiente forma

 

Es usual que en los algoritmos de los métodos R-K con control de paso se asuma  por lo 
que la expresión anterior resulta
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Al reemplazar esta última expresión en (15) se tiene

  (16)

Por otra parte, si se admite una cota para el error local, entonces de la ecuación (16) se tiene

  (17)

es decir, la longitud de paso h se debe adaptar para que las dos condiciones dadas por (17) se veri-
fiquen simultáneamente en todo .

5. Algoritmo para el control de h

A partir de los resultados obtenidos es posible implementar un algoritmo para modificar la lon-
gitud de paso h con el propósito de satisfacer la condición de convergencia (13) y mantener acotado 
el error local de discretización. 

Supóngase que se recurre a dos métodos de R-K, de orden  y . Asumiendo que los valores 
obtenidos con el método de orden  son lo suficientemente precisos como para considerarlos 
exactos, es decir

  (18)

Al plantear el error local de discretización del método de orden  se tiene

 

y al reemplazar  por la expresión (18) resulta

 e x h F x y F x yn p n n p n n; , ,       1  
(19)

A partir de las ecuaciones (17) y (18). se puede ajustar la longitud del paso, disminuyéndola o 
incrementándola según se requiera de acuerdo con los criterios dados por la condición de conver-
gencia y cota del error local de discretización. Una posibilidad es la siguiente:

A PARTIR DE :

SI  O , DISMINUIR h

SI  Y , INCREMENTAR h
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6. Resultados numéricos

Para ilustrar la aplicación del control del paso h se propone el siguiente problema de valor ini-
cial.

EJEMPLO 3
Considérese el siguiente problema de valor inicial

 

en donde , y cuya solución exacta es .
En forma análoga al procedimiento aplicado en el ejemplo 2, la condición necesaria de conver-

gencia dada por (13) resulta dependiente de n esto es

 

La implementación del algoritmo propuesto en el punto anterior para el control de paso utiliza 
los métodos R-K de cuarto orden clásico (Atkinson, 1978) y tercer orden con coeficientes:

 

Al adoptar  como cota para el error local de discretización se obtienen variaciones en el 
paso h, las que se muestran en las Figuras 2 y 3, considerando dos casos, el primero para  
y el segundo para .

Figura 2. Variación del paso h en función de x para .
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Figura 3. Variación del paso h en función de x para .

En las Tablas 1 y 2 se muestran, respectivamente, resultados numéricos de los dos casos. Los 
valores de  corresponden al R-K de cuarto orden clásico.

Tabla 1. Valores de la solución aproximada, condición necesaria de convergencia, error local de 
discretización y error global para .
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Tabla 2. Valores de la solución aproximada, condición necesaria de convergencia, error local de 
discretización y error global para .

Del análisis de los resultados obtenidos surge que para  todas las correcciones que 
disminuyen h se deben a la necesidad de mantener acotado el error local en . Los valo-
res de h resultantes son suficientes para verificar la condición de convergencia. En el caso de 

, las correcciones son efectuadas solamente para poder satisfacer la condición necesa-
ria de convergencia, ya que el error local siempre es menor que la cota . Para valores interme-
dios del coeficiente a , las correcciones se realizan para satisfacer las dos condiciones.
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7. Conclusiones 

Se ha demostrado para los métodos Runge-Kutta explícitos de orden , que el supremo del 
error global es de orden . Si bien existen cotas superiores de orden menor a  la menor de 
todas ellas pertenece a . Es importante destacar que no debe confundirse el concepto de 
cota del error global con orden de convergencia del método, dado que éste debe analizarse a partir 
de la relación entre las soluciones con diferentes longitudes de paso h para el mismo punto  de la 
malla. El enfoque adoptado para la demostración del orden del error global ha permitido establecer 
de manera conceptualmente clara la condición necesaria de convergencia para todos los métodos 
Runge-Kutta, cuyo cumplimiento en ciertos problemas es imprescindible para obtener resultados 
confiables, tal como se muestra en el Ejemplo 3. Un algoritmo que contemple correcciones por 
los criterios de cota de error local de discretización y condición necesaria de convergencia permite 
mantener acotado el error global, así como también despreocuparse de proponer el valor de h ade-
cuado para satisfacer la condición de convergencia. 
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